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Palabras al estudiante

El libro que tienes en tus manos te acompaiard durante el presente ciclo escolar en tus clases
de matematicas. A continuacién te explicaremos algunos aspectos del contenido para que su
uso te resulte interesante, estimulante y agradable.

El libro ha sido elaborado con el enfoque de resolucion de problemas. En cada leccién se
presentan una o varias situaciones problematicas que resolverds por medio de actividades y
de esa manera adquirirds el aprendizaje v la competencia que se espera logres en cada leccién.

Probablemente te preguntards: <cémo se aprende a resolver problemas? La respuesta
es inmediata: se aprende a resolver problemas resolviendo problemas. De la misma manera
que se aprende a nadar o andar en bicicleta realizando estas actividades, la manera de
adquirir habilidades v competencias matemdticas es ejercitandolas. Por ello te sugerimos
que dediques tiempo, concentracion v esfuerzo al rabajo individual ¥ colectivo en el salén
de clases y a las tareas v revisiones que realices en casa.

Para resolver un problema es 1itil preguntarse qué recurso o herramienta nos puede servir
y si ya hemos resuelto alguno semejante. También es tutil hacer esquemas o diagramas y
probar uno o més procedimientos. Los intentos que hagas para resolver un problema son,
desde el punto de vista educativo, tan importantes como resolver el problema mismo.

Para aprender, ser hdbil v competente en matemadticas es necesario, ademds de la gufa
del profesor v el estudio individual, el rabajo en parejas, en equipo v en grupo. Discutir
intercambiar puntos de vista con los companeros; confrontar resultados y estrategias de
solucién; comparar procedimientos para abordar un problema, son de gran utilidad para
corroborar, corregir v ampliar enfoques, pues obligan a ordenar las ideas propias y promue-
ven la correcta expresion de argumentos y métodos.

Cada leccion consta de dos paginas vy las actividades presentan los siguientes iconos:
| L1l
ﬁ | Individual A I En pargja d En equipo 0‘,

En algunas actividades se propone el uso de calculadora para agilizar el rabajo, aunque
en la mayoria de los casos es recomendable hacerlo mentalmente o con papel v lapiz. Ten
en cuenta que si ejercitas distintas maneras de hacer célculos, podras decidir cual es la més
conveniente para resolver un problema. También se sugiere complementar algunos temas
CON Programas y equipo de computo, cuando sea posible.

Entre todo
¢l grupo

iTe deseamos éxito en el desarrollo de tus habilidades v competencias matematicas!

Los autores

Con
calculadora



| Palabras al docente

El libro Matemaiticas 3. Habilidades y competendas supone que es usted
quien promueve el trabajo autdnomo y colaborativo de los alumnos y con-
duce €l proceso de ensefianza-aprendizaje.

La metodologia con la que se desarrollan los contenidos del libro se basa
en el enfoque de resolucion de problemas, planteando éstos como situacio-
nes de aprendizaje.

Al inicio de la mayor parte de las lecciones se pretende ubicar al alumno
en situaciones que lo motiven a dar respuestas, buscar herramientas, recu-
perar conocimientos, adoptar una actitud reflexiva y participar activamente
en el desarrollo de un tema o contenido, sea contestando preguntas, jus-
dficando respuestas, calculando valores, completando tablas v desarrollos
algoritmicos, o formulando conjeturas.

Se propone fundamentalmente el trabajo en pareja, en equipo v gru-
pal, va que estas modalidades enriquecen la visién individual del alumno,
estimulan su inventiva v favorecen el aprendizaje. La actividad compartida
promueve la necesidad de organizar las ideas, exponer en forma clara los
argumentos personales, complementar informacion v emplear altemativas
metodoldgicas o técnicas para enfrentar y resolver problemas.

Con alguna frecuencia se incluye bajo el titulo de Reto algin ejercicio,
problema o pregunta, cuya resolucion no requiere conceptos o herramien-
tas adicionales al contenido del bloque, sino més bien ingenio y, sobre todo,
perseverancia. Es recomendable estimular a los alumnos a que resunelvan
los Retos, va sea de manera individual o en equipo, a fin de que apliquen lo
aprendido v experimenten la satisfaccion de resolver problemas y sentirse
competentes.

La propuesta de Dosificacidn de los contenidos del programa puede ade-
cuarse a las condiciones de cada grupo, en funcion del desempeno de los
estudiantes en cada blogue o del tipo de contenido abordado.

Al inicio de cada blogque se mencionan los aprendizajes v contenidos que
se espera adquieran y asimilen los alumnos. Esto los ayuda a ser conscientes
de los objetivos que deben alcanzar y promueve la autoevaluacion.

Al término de cada bloque se incluye una evaluacion semejante al mode-
lo empleado en los examenes Enlace v PISA. Usted decidira la pertinencia
de emplearla y hacer las adaptaciones o modificaciones que considere con-
venientes. Asimismo, el estudiante puede aprovechar estos cuestionarios
para auto-evaluarse.

El rubro Complemento tecroldgico, ubicado en las paginas finales del libro,
refine algunos ejemplos de las posibilidades que brindan las herramientas
computacionales para el aprendizaje de las matematicas. Es importante que
los alumnos conozcan dichas herramientas v aprovechen los recursos infor-
méticos cuando dispongan de ellos en la escuela o fuera de ella.

En la bibliografia para estudiantes se mencionan algunas obras, tanto
impresas como en paginas electrénicas, que pueden usarse para comple-
mentar las clases con informacién histérica o recreativa. La bibliografia para
docentes, por su parte, contiene fuentes en las que s¢ puede profundizar v
abundar en los contenidos del curso, asi como diversificar y complementar
los temas de dichos contenidos.

Deseamos que Matem ticas 3. Habilidades v competendas sea un libro
de gran utilidad para usted y favorezca su encomiable labor.

Los autores




Conoce tu libro

Evaluacion tipo Enlace f

Tu libro Matemiticas 3. llahilidades y competencias, que estudiards durante esle curso,
cstd dividido en cinco bloques, que corresponden a los cinco bimestres del ciclo escolar.
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Dosificaciéon

contenidos habra que dedicarles mas tiempo v a otros menos, siempre v cuando se logren cubrir los cinco
bloques durante el ciclo escolar. En esta dosificacion se asigno un color distinto a cada uno de los ejes: azul
para Sertido numérico y pensamiento algebraico; amarillo para Forma, espacio y medida; v verde para Manejo
de la informacién. En el cuerpo del libro cada bloque tiene también diferente color.

Esta propuesta de dosificacion es una estimacién de los tiempos que podrin asignarse a cada uno de
los contenidos de la asignatura. Su proposito es apoyar la planeacion de las actividades por parte del
maestro, para lograr que sus estudiantes obtengan los aprendizajes esperados. Los tempos asignados
podran ajustarse de acuerdo al criterio del profesor con base en las condiciones de los alumnos, a algunos
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Resolucion de problem as
que imphguen &l uso de
scuaciones cuadraticas
sancillas, utilizande
procedimienios perzonalas
U DPEFACIONES iMersas

Lecciones
1,2 3y4

Uso de ecuaciones
cuadraticas para modeksr
situacianes y resohverlas
usande b factenzacion.

Lecciones
28, 30y 31

Resolucion de problemas que
implican el yso de ecuaciones
cuadraticas. Aplcacion de

Ia fiarmula ganeral para
resolver dichas ecuaciones.

Leeciones
48 47 y48

Dbrencidn da una expresiin
general cuz dratica para
definir & enésimo tErming
de una sucesion.

Lecciones
B8, B9y 10

Resolucion de problem as que
implican gl uso de ecuaciones
linealas, coadriticas o
sistemas e ecuaciones
Formulacan de problemas a
parnr de una ecuacion dada.

Lecoiones

S0y 81

Construccion de figuras
CONQrUEntes o Semejantes
(triangulos, cuadrados,
rectangulos )y analisis

de sus propiedades

Lecciones

B By7

Badliis da las propiedades
de la rotacion y de la
traslacion de Tiquras

Lecciones
32, 33y 34

Aplcacion de los crilarioes de
CONQIIEnciay semejanza

de tridngulos en |3
resalucion de problemas

Leccinnes
49, 50y &1

Bnilisis da las caractensicas
de los cuerpos que s genaran
al girar sabre un g,

un trigngulo rectangulo, un
semicirculn v un rectangulo.
Construcciin de desarrollos
planos da conos

cilindros rectos

Lecciones
Myl

Resolucion de problemas que
implican el uso da ecuaciones
lineales, cuadrd icas o
sistemas de ecuaciones.
Farmulacion de problemas a
partw de tna ecuacion dada.

Leccign
82

Construccion de fiquras
CONQrUENtEs 0 Semejantes
[tnangules, cuadrades,
ractangulas) v andleis

de su= propiedadas,

Lecciones

B 3y 10

Construccion de disefios que
combinan [z simetria axial
yoentral, la rotacion y

la traslacion de figuras.

Leccinnes
35, 36y 37

Resoluciin da problamas
geomatricos median ta el
teorema de Tales.

Lecciones
b2, B3y B

Andlisks de las relaciones
entre &l valor de 2 pandiente
de una recta, el valor del
angulo que s& forma con la
abacisa y el cocienta

del cateto opuesto sobra
elcaten adyacente,

Lectiones
73,74, 16 ¢ 76

Pnalze de les secciones que
se abtienen al realzar cortes a
uncilindro 0 3 uncono fecta
Calculo de las medidas da

los radios de los circules que
3e obtienen al hacer cortes
paralelos en un cono recto.

Lecciones
33y 54

Explicitacion de los criteros
d& COongruencia 'y semejanza
da tridngules a partir

di CONSTrUcCionas con
informaciin determinada.

Lecciones

11,12, 13y 14

Andliss de lz= relaciones
entre bas dreas de los
cuadrados que se constuyen
sobre los lados de un
triangulo rectangu b,

Lecciones
6y 33

Aplcacion de b semejanza
en [aconstrucian de fiquras
homot&ticas

Leccionas
bhy BB

Andlises de les ralaciones
entre os angules & gudos y
los cocientes entre los lados
o un tangulo rectangulo.

Lecciones
Ty 78

Censtruccion da las formules
para cacular el volumen da
cibndros y cones, tomandn
como referenciz bas formulas
de premas y piramides,

Leccionas
95y 96

Analiss de representaciones
(grafeas, tabularesy
algebraicas) que correspandan
3 Una misma siuacion.
|denificaciin de las que
corresponden 4 una

relaciin de proporcionalidad.

Leccunes
18, 16,17, 1By 19

Explicitacion y uso del
taarema da Pitdgoras,

Leccines
40 w41

Aplicacion de la semejanza
en a construcian de fiquras
he motaticas

Leccunes
57 y 68

Explicitacion y uso de las
razones trigonometrc s seno,
cosanny tangente

Leccunes
79, 80,81y 82

Estenacion ycalculo dal
walumen da cilindros y conos o
de cualjuiera da e variables
implicadas en las frmulas

Leccunes
37y 38

Representacion tabulary
algebraica de relaciones
davariaciin cuadratica,
identifcadas en diferantes
situaciones v fandmenos da
la fi=aca, la biologia, la
economia y otras disciplings.

Lacciones
20y 21

Explicitacion y w=o del
teorema de Pitdgoras

Lacciones
42v43

Lactura sy construccion
da graficas de funciones
cuadrateas para modelar
diversas situaciones o
fendmenos.

Lacciones
B3, 60, 61y B2

Cakuloy andlists de la

razin de cambio de un
procesa o fendmenn que

=& modela con una funcidn
lineal. Identrfcacion de la
ralaciin entre dicha raziny la
inclinacién o pendian e de

la recta que |3 represanta,

Lecciones
83,84, BBy 86

Andiss de sinsacones

probiernd ncas asocialas a
fendmeros de 3 fisca, la
bicingiz, |3 econom fa yoras
discplings, i 5 Qe exs e
anacion inealo cudlréca enre
dos conunins de canodades.

Lacciones
S8y 100

Conocimiento de la escala

de la probabilidad Analisis de
las caracteristicas da
aventos complamentarios

W Enan 1os muTEaments
excluyentes e independientes.

Leccinnes
22,23,2y28

Calcule de I3 probabiidad de
ocurrencia de dos eventos
mutuamante excluyentes y
de eventos complementanos
(ragla de la suma).

Leccinnes
44 w45

Lectura y constriccian
de graficas formadas por
SECCIONES TBCI3S ¥ CURVES
que modelan situsciones
de movimiento, lenado de
recipiantes, aicétera.

Leccinnes
63y &4

Medciin de la dispersiin da
unconjunto de datos medante
&l promedio de las detancias

de cada dato 3 la meda
{desviacion meda). Andbss de
las diferencizs de la "desviacidn
meda” con & “rango” como
medidas da |3 dispersidn

Lecciones
87 88y 89

Andlisi de las condiciones
NECESarias para qua un
juegqo de azar Sea justo,
con base en [a nociin de
resultados equiprob ables y
no equiprobables.

Lecciones
101, 102 ¢ 103

(158 e und BNCUes 13 0
Experimenne denttcazonde (3
peblaciin en estd o, DsCusiin
sobre I fom & deelegi el
muesten. Dhercidndedans

e uramuestray bisoued ade
herramien 13 comenenes
(135U Cresentacin.

Lecciones
28, 27 y 28

Evaluacién tipe
Enlace

Evaluacian tipe
PISA

Cakulo de la probabilidad
de ocurrencia de des
Bventos indepandientes
fregla del producto),

Leceiones
BE, BB w67

Evaluacidn tipe
Enlace

Evaluacidn tipe
PISA

Evaluacion tipe
Enlace

Evaluacidn tipe
PISA

Evaluacion tipe
Enlace

Evaluacidn tipe
PISA

Evaluacién tipe
Enlace

Evaluacion tipe
PISA
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Contenido

Estimacion de totales y de porcentajes
en una pobladon

Evaluacién tipo Enlace
Evaluacion tipo PISA
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Rectangulos, perimetros y sreas (1) 16 | sentida Resolucitn de problemas que impliguen &l
Rectingulos, perimetros y dreas (7) 18 |numéricoy | Patronesy | uso de eouaciones cuadrdticas sencillas,
Fcuaciones cuadraticas (1) 20 |persamiento | ecuaciones | utilizando procedimientos personales u
Ecuaciones cuadriticas (2) 29 |algebraico operadones inversas,
Figuras congruentes 24
Construccltn de tridngulos congruentes (1} | 26 o :
Canstruccitn de tridngulos congruentes (2} | 28 Construccion dEIE'E‘"“ Kaahsemas
- e e e 30 o semejantes {tridngulos, cuadrados,
RUEUUCCIONUE TECTangU oSy chadarhs rectdngulos) y analisis de sus propiedades.
Construcclon de figuras semejantes {1} 22 | Forma, Fiauras
. (8]
Construccitn de figuras semajantes (2} 34 |espacioy cferpns"r
Criterios de congruencia de tridngulos 3§ |medida
Aplicacian de los criterios de Explictacion delos oriterios de congruenca
congruenda de trangulos 38 vsemejanza de tridngulos a partir de
Criterios de semefanza de trigngulos {1} 40 construccones con Informacion determinada.
Criterios de semefanza de trigngulos {2} 42
Relaciones de proporcionalidad {1} 44 Anglisis de representaciones (graficas,
Relaciones de proporcionalidad {2 46 tabulares y algebraicas) que corresponden
Relaciones de proporcionalidad (3} 48 8 una misma situacion, | dentifica cion
i ionali de lzs quecorresponden & una
Relac!nnsﬁ de prﬂport:forﬁlldad {4} 50 Propercionalidad rd“m?,ude J slicmna"d;:j
Relaciones de proporcionalidad (5} 5d yfundiones EI !
Representadon tabular y algetraica de
HEISERIE e de vk ek bl iatina L1} - relaciones devaracion cuadrdtics, identificadas
: . en difer entes skua ciones y fendmenos de la
il e b ge : fisica, la binlogia, |2 economia y otras disdplings.
— . Manejo dela
Probabilidad frecuencial 58 [informacion Conocimiento de la escala de la probabilidad,
Los eventos se pueden catalogar (1) 60 Nodiones de | Anilisis de |as caracteristicas de eventos
Los eventos se pueden catalogar (2} 62 probabilidad | complementarios y eventos mutuamente
Eventos independientes 84 excluyentes e independientes,
G pc st &5 Dl_sa‘in.de un:-] ENCUEsta o urj'e:;]arlmenfu
e identificacion dela poblacion &n estudio,
i ArdlSSY 1 piscusién sobre las formas de slegir el
Extraccion de una muestra 68 representadan | on S00E 85 TOMas O ETeglr &

muestren, Obtencidn de datos de una
muestra y biisqueda de herramientas
convenientes para su presentacsn,

BLOQUE II

Leccion

Traducir al dlgebra y factorizar

L

Sentido

Uso de ecuaciones cuadraticas para
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r

o

L |

(=]

Evaluacién tipo Enlace
Evaluacion tipo PISA

BLOGUE II1

Leccion

méri Pat
L factorizacion, paso & paso a0 Ezﬂsa:n?: :tu EZ:;:;:G modelar situaciones y resolverlas
Lz factorizacion aplicada 82 | algebraico usando [z factorizacidn.
Traslacidn de figuras M i e
nalisis de las propiedades de |a

Eetainn e tygites ) o rotacian y dela traslacion de figuras,
Rotacién de figuras {2} as Figurasy
Dos transforma clones sucesivas 90 LLCIRRS Construccion de disefios que combinan [a
Identificacian de transformaciones 92 simetria axial y central, la rotaclon y
Disefios gue combinan varias trangformaciones | 94 | - Ia tras/acion de figuras.
Cuzdrados en los lados de un i

i ; espacioy Andlisis de las relaciones entre [as areas de
trigngulo rectangulo (1 96 .
C dgud Inﬂ: d( }d medida los cuadrados gue se construyen sobrelos
tn‘,‘;n:“ oar?eintné:éulao E;} £ 98 lados de un trigngulo rectdngulo.
Explicitacion del teorema de Pitigoras 100 Medida
Uso del teorema de Pitégoras (1 102 :
e e Fitxoras §2; ™ Bxplicitadan y uso del teorema de Pitégoras.
Uso del teorema de Pitagoras (3} 106
Eventos mutuamente exc uyentes 108 Fiierver st - BN s i Calculn de la probabilided de ocurrenda de

faevaian. farcbabid dos eventos mutuamente excluyentes y de

Eventos complementarios 10 eventos complementarios (regla de la sumal.

Contenido

a5 La formula general 118 | Sentido Resoluddn de problemas gue implican
a7 Ecuacidn general de 20, grado 12 numenr:o ¥ Fatru[ms Y &l uso l:lle eruaciones cuadraticas.
pensamiento |ecuaciones | Aplicacion de la fdrmula general para
LB Completar el cuadrado 122 | algebraico resolver dichas ecuaciones,
Froblemas sobre semejanza de figuras 124
Problemas sobre congruenciay Aplicacion de los criterios de
semefanza de trigngulos (1) 126 cangruencia y semejanza de trigngulos
Froblemas sobre congruencia y en |z resolucidn de problemas.
semefanza de tridngulos {2} 123
VI Teorema de Tales 130 | Forma, Hgarasy S B sl :
LRI Reciproco del tecrema de Tales 132 | BsPacay CUBTPOS EVELRUTIE N RO CO
medida mediante el teorema de Tales.
5 B Aplicaciones del teorema da Tales 134
UL Construccldn de figuras homaotéticas (1} 136
1B Construcclén de figuras homotéticas (2} 138 #plicacian de la semejanza en la construcion
57 Construcclén de figuras homaotéticas (3} 140 de figuras homot et cas.
-8 Fropiedades de |a homoteda 142




Praporcionalidad y funciones 144 = e YA Dispersifn y rango A6 - Medicién ce la dispersicn de un conjunto de
La funcibn y = ax® {1) 146 Lectura y construcdidn de gréficas de Waneldce Andlisisy dtos mediante el promedio de las distancias de
funciones cuadrdticas para modeler LB Deovizclon media 28 © represatacion | cade dato & la media (desviadion media). Andlisls

) ery 2 " s
La funciny =a° {2} 148 diversas situaciones o fendmenos, informacidn

Fventos independientes (3}

Evaluacion tipo Enlace

Evaluacion tipo PISA
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Leccién
60

IV

Sucesiones, términas ¥ patrones

&9

70

Sentido

probahbilidad

{regla del producto).

Contenido

Obtencion de una expresion general

7l

72

73

Sucesiones y diferencias 170 | numéricoy | Patrones y cuadritica para definir & anésimo
Sucesiones de figuras y niimeras persamiento |ecuadones | . oo 4 ine sucesidn
con frmula cuadritica 172 | algebraico
. . Andlisls dle las caracteristicas de los cuerpos
solidos de revolucion 11 Hiags que s generan al girar sobre un eje, un
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En esta fotografia de la Gudad-Estado de Singapur se aprecian las construcciones de un paisaje urbano de inspiraddn
geamétnica que se conoce coma una maravilla de la arquitectura modema de Asia, Sobre un fonde de edificios como
prismas rectos, aparece en primer plano una enarme circunferencia, especie de rueda de la fortuna, la Singopore Fiyer,
que es la noria-mirador mas grande del mundo. Mide 165 metros de altura y desde ahi pueden cbservarse, en dias
despejados, hasta otros paises vecinos, como Malasia e Indonesia. Singapur es una mezcla extraordinaria de

culturas y tradidones y una de las ciudades mejor organizadas del mundo.
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c::mpelencic:s que se favorecen:
Aprendizajes esperados: + Resolver problemas de manera auténoma.
* Explicar la diferencia entre eventos complementarios, Comunicar informacién matemsdtica.
mutuamente excluyentes e independientes. « Validar precedimientes v resultadoes.
= Manejar técnicas eficientemente.
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Contenidos

Resolucion de problemas que impliquen
el uso de ecuadiones cuadriticas sencillas,
utilizando procedimientos personales u
Operaciones inversas.

Construccion de figuras congruentes

o semejantes (triangulos, cuadrados y
rectangulos) y anglisis de sus propiedades.
Explicitacion de los criterios de
congruencia y semejanza de triangulos

a partir de construcciones con
informacion determinada.

Analisis de representaciones {graficas,
tabulares y algebraicas) que
corresponden 2 una misma situacion.
|dentificacion de las que corresponden

a una relzcion de proporcionzlidad.
Representacion tabulary algebraica

de relaciones de variacion cuadratica,
identificadas en diferentes situaciones

y fenomenos de |z fisica, Ia biologia,
economia y otras disciplinas.
Conocimiento de la escala de la
probabilidad. Andlisis de las caracteristicas
de eventos complementarios y

eventos mutuamente excluyentes

e independientes.

Diseno de una encuesta o un experimento
e identific 1 de |z poblacién en
estudio. Discusion sobre las formas de
elegir el muestreo. Obtencion de datos de
una muestra y bisqueda de herramientas
convenientes para su presentacion.




Rectangulos, perimetros y areas (1)

Lados variables y perimetro fijo

Enestas lecciones se examina la relacién entre el perimetro y el drea de un rectangulo,
empezando con aritmética simple hasta llegar a la ecuacién cuadrética que relaciona
dimensiones lineales con medidas de area.

L

i

Luis y Manuel son los encargados de probar dos nuevos procedimientos de cultivo
de flores. Cada uno debe marcar un terreno rectangular de manera que ambos

! terrenos sean facilmente distinguibles. A cada quien se le entrega una cuerda de

24 m para cercar su terreno.

Luis hace rapidamente un calculo mental v decide que su rectangulo tendra
10 m de largo por 2 de ancho. Para que los terrenos sean diferentes, Manuel
decide que su rectangulo serd de 8 m de largo v 4 de ancho.

Luis afirma que en su terreno podrd sembrar més plantas, porque mide 10 m de
largo v en cambio el de Manuel s6lo mide 8 m de largo. <Tiene razén Luis?
ZPor que?

En la siguiente cuadricula, tomando un cuadrito como unidad, traza diferentes
rectangulos que tengan 24 m de perimetro.

i

<Cuantos rectangulos con perimetro de 24 m trazaste?

a) 5i se usan solo mimeros enteros para medir, dcudntos rectdngulos diferentes
con perimetro de 24 m se pueden trazar?

b} Ademas de niimeros enteros, ahora usa fracciones de 0.5 m. {Cuantos
rectdngulos se pueden trazar con el mismo perimetro?

¢} Compara tus respuestas con las de otros compaheros y discutan las diferencias.

II1. Examinen la relacion entre las posibles medidas de los lados de un rectangulo v la

Pot

Rectangulos

cantidad de rectingulos que se pueden trazar, cuando el perimetro es igual a 24 m.
Completen la tabla de abajo o disefien otra diferente. Esto demuestra que se puede
llegar al mismo resultado por diferentes caminos.

S6lo ndmeros enteros
(largo x ancho)

NUmeros enteros y
fraccionesde 0.5 m

Nidmeros enteros y
fracciones de 0.25 m

1 11=1 11.5=0.5
2 10x2 10.5 =15
3 35x25
4
5
b

Total & 12

Complementio
fecnelogico

Construccion de
un rectangulo
Con perimetro
fijo y lados
wvariables,
usando software
de geometria
dinamica,

€n este caso
GeoGebra.

Anexo 3,

pégina 252,
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Rectangulos, perimetros y areas (2)

Lados variables y drea fija

De acuerdo a lo estudiado en la leccién anterior, es posible trazar rectangulos que
tengan el mismo perimetro aunque la longitud de sus lados sea diferente. Revisemos
ahora el area de tales rectangulos.

1. Con base en tu experiencia, contesta la primera pregunta. En las demas podras

ﬂ analizar casos especificos.

Si dos rectangulos
tienen la misma
area pero difieren
&n su perimetro,
Zque relacion hay
entre sus lados
comespondientes?

' a) 51 dos rectangulos tienen el mismo perimetro, dson iguales sus dreas?

Explica:

b) Considera dos rectangulos diferentes, R{ y F2, que tienen la misma area, por
ejemplo, 28 m’. {Cudnto pueden medir sus lados?

R1 R2
Area 28m? 28m?
Largo
Ancho
Ferimetro

Compara tus respuestas con las de otros compaieros vy aclaren diferencias.
c) En tu cuaderno, haz una tabla como la anterior y asigna un valor mayor al drea
de los rectdngulos.

II. Completen la siguiente tabla considerando solo nimeros enteros.

Perimetro | Respuestas correctas

Area del rectangulo Largo Ancho

27 m?

ﬂ | Area del rectangulo

=R

38 m?

42 m*

&3 m*

Comparen sus respuestas con las de otros compafieros.

ZHay respuestas distintas para la misma area?
En la iltima columna anoten el niimero de posibles respuestas correctas para cada
rectingulo.

I11. Completa la siguiente tabla considerando s6lo nimeros enteros.

Perimetro
18 m* 18
azm? 24
S6m? 36
75m? 40
112 m? 44

Compara tus respuestas con las de otros companeros v aclaren discrepancias.

IV. Describan el método que usaron para encontrar la longitud de los lados de cada

ﬂ ‘ rectangulo en la acdvidad III. Escriban el que les parezca mejor v exponganlo a

todo el grupo.

V. Analicen la forma en que se resuelve el siguiente problema: dado un rectangulo
con drea = 48 m* y perimetro = 32 m, enconirar las medidas de sus lados.

A Siel lado largo del rectingulo mide x, entonces el ancho mide 16 —x, épor qué?

Por otra parte, tenemos que
(16— x) = 48
es decir,
¥ - 16x + 48 = 0

llegamos a una expresion algebraica cuya variable estd elevada al cuadrado,
como mayor exponente, por lo cual se denomina ecuadén cuadritica o también
eciacion de segundo grado.

V1. dCuales de las signientes ecuaciones son cuadraticas? Marcalas con una y/ :
a2 —6x+9=0 b} 3x2 + 5x = 337 + 20 A(x—4F -4 =5
d)x-7=0 e 2x-3=x+4

La forma general de una ecuacion cuadrética en x es
ax’ +bx+ec=10

en la que a, b v ¢ son niimeros reales; ¢ es el coeficiente de 2, b es el coeficiente de
x, ¢ es el término independiente y a es diferente de cero, por supuesto (por qué?).
Asi que en la ecuacion cuadrética

X¥-2x-8=0
a=1,b=-2,yc= -8
Lee envoz alta los valores de a, b v ¢ en las siguientes ecuaciones:
DL +5x+8=0 b)>—8x+16=10
Q¢ + 14x + 20 =0 d)3:2 - 9x-30=0

los valores son




Rectéangulo

Ecuaciones cuadraticas (1)

Algunos problemas y sus ecuaciones

Después de estudiar y resolver esta leccion te familiarizaras con algunos tipos de
ecuaciones cuadraticas.

¢.Cudles de las siguientes ecuaciones son verdaderas cuandox = -50x = 107
)2-25=0

B2 -5%-50=0

o —5x—-50=10

El niimero que al sustituirse en la variable de la ecuacién hace a ésta verdadera se
llama una solucién, o raiz de dicha ecuacion.

Es fdcil comprobar que -5 es una solucién de »* — 25 = 0, pero node x* —5x—-50= 0.
10 es una solucion de x* —5x — 50 = 0, peronode ¥ — 25 = 0.
Por otra parte, =5 ¥ 10 son soluciones de x* — 5x - 50 = 0.

Compruébalo en tu cuaderno.

&Cuéntas soluciones puede tener una ecuacién lineal o de primer grado?
¢Cudntas soliciones puede tener una ecuacion cuadratica o de segundo grado?

Completen la siguiente tabla con la expresion algebraica que describe la relacion de
los lados v €l area de los siguientes rectangulos, asi como la ecuacion resultante,

a) El largo del rectangulo BT mide 4 metros mas que el ancho vy su 4rea es de 77 m.
b) El largo del rectdngulo R2 mide 7 metros més que el ancho y el drea mide 60 m®.
¢} Ellargo del rectangulo £3 mide 4 veces el ancho v su drea es de 144 m®.

d) El ancho del rectangulo B4 es la tercera parte del largo v el drea mide 27 m?.

Expresidn algebraica

: Ecuacion cuadratica
para el area

A2

xidx) = 144

R4

Comparen los datos de su tabla con los de otras parejas de compaiieros v discutan
las diferencias para corregir posibles errores.

Las ecuaciones de segundo grado sirven para expresar y resolver un sinnimero
de problemas que surgen en una diversidad de situaciones. Es muy importante
que la ecuacion correspondiente esté bien planteada, es decir, que describa
correctamente la situacion de que se trate.

ik

V.

A

En cada uno de los siguientes problemas, escribe la ecuacidon que lo representa
correctamente.
a) El drea de un terreno cuadrado mide 144 .
ZCudl es la medida de cada lado?
ZCuanto mide el perimetto? _Ecuacion:
b} Tengo » nimero de bolsas y cada bolsa contiene un nimero x de canicas. Si
regalo 125 canicas, me quedardn 500.

Ecuacion:
¢} El area de un terreno rectangular mide 108 m? v su lado largo mide tres veces

lo que mide el ancho.

dj Si al cuadrado de un niimero le sumo 15, obtengo 64.
¢} El cuadrado de un nimero menos siete veces ese nlmero, més 12, es igual a

Cero.
Compara tus respuestas con las de otros companeros v analicen discrepancias.

Existen varios métodos para encontrar la solicién o soluciones de una ecuacion
cuadratica. Para empezar, se puede usar el tanteo, va sea con calculo mental, con
papel y ldpiz o con calculadora. Por ejemplo, para encontrar la soludién al problema
del rectdngulo con drea de 77 n’ (actividad II, inciso a) v cuyo largo mide cuatro
metros mas que el ancho, se puede construir una tabla como esta.

X X+ 4 ! An ¥+ A
2 3] 4 8 12
3 7 ] iz 21

=2

a) Continfien la tabla anterior asignando valores a x hasta que encuentren el que
hace ¥ + 4xigual a77.

b) Repitan la tabla en su cuademo y asignen valores negativos a x, hasta que
encuentren uno que haga »* + 4x igual a 77,

Habras notado que hay casos en que # = 0 en la forma general de una ecuacién
cuadratica. En tu cuaderno, con el método que prefieras, resuelve las siguientes
€CUACIONES ¥ comparatus respuestas con tus compaieros, para que cormjan eITores.

a) 4 = 400 b) 3¢ = 147
O+ 13 =38 d) 212 =52
&) 2 + 5x = 36 f5¢—3x-162=10

g} +3x-5=x+ 10




Ecuaciones cuadraticas (2)

Una clase especdfica y muy sencilla

.
|

Inventa una
ecuacion gue
solo tenga una
solucion doble,

otra que tenga
dos y otra

que no tenga
sohicion.

En la leccion anterior resolviste ecuaciones de segundo grado en las que b = 0.

El procedimiento empleado se redujo a obtener la raiz cuadrada de un niimero. No
hay que olvidar que la raiz cuadrada de un nimero tiene dos valores, uno positivo
¥ olro negativo; por esa razén, se acostumbra denotar a las soluciones como x, y
%, 0 bien x = +r, donde r es la respuesta. Tambi¢én, como se vio en la actividad I
de la leccion anterior, aungue generalmente las ecuaciones cuadraticas tienen dos
soluciones, algunas sélo tienen una y otras, ninguna, como x* + 1= 0.

I. Aladerecha de cada una de las ecuaciones que siguen escribe otra equivalente,
que tenga la forma »* = n, donde 7 es un niimero; y enseguida de la ecuacién
ﬂ simplificada escribe sus soluciones, x, y x..
axX-25=0
b) 4 = 400
g 3% = 147
d)* +13 =38

&) 212 =52

II. Transformen las siguientes ecuaciones a la forma x° i, v resuélvanlas,
., simplificando al maximo las respuestas. En cada caso, comprueben la solucién
A sustituyéndola en la ecuacion original.

a) 2¢ —40 = 0
B)5¢—45=0
) 3% + 7 = 43
d)32 -6 =18
&4 +3=6

Otra formaen la que puede presentarse una ecuacién de segundo grado es la que
sigue.

(x+5F-18=0
y en tal caso, se puede transformar a
(x+ 5F=18
y luego:
Vi + 5F = + VI8
x=-5+ V18
Finalmente,
KI - —1
xz —]
En su cuademo, resuelvan las siguientes ecuaciones.

ay(x+ 3F =25

bj(x + 7F—4=45

Oix—47+3=18

dj(x-5F+x-8=x+19

Comparen sus respuestas con las de otras parejas de compaieros, fijense si hay
diferencias y, con la ayuda de su profesor, discutan los procedimientos que usaron
y aclaren cudles son las respuestas correctas.

. Utilicen calculo mental o construyan tablas para resolver lo que sigue.

a) Encuentren dos nimeros que sumados den 5 v multiplicados den 6.
¥

b) La suma de dos niimeros es 10y su producto es 16. £Qué nlimeros son?
y

) La suma de dos niimeros es 16 y su producto es 63. dQué niimeros son?
¥

d) Encuentren dos nimeros que sumados den -5 y multiplicados den —6.
y

e} Encuentren dos mimeros que sumados den -7 y multiplicados den 10.
y

f) Lasuma de dos nimeros es —12 y su producto es 35. LQué niimeros son?
¥

#) La suma de dos niimeros es —1 v su producto es —42. ZQué nimeros son?
¥

Comparen sus respuestas con las de otros companeros v analicen cudles son las
correctas.




Figuras congruentes

ldentificacion de figuras congruentes

I. El concepto de congruencia juega un papel importante en nuestra vida diaria,
.| por ejemplo, cuando vamos a la tienda y pedimos “un vaso de licuadora igual a
A éste” o en la ferreteria cuando solicitamos “una tuerca ignal a ésta”. Muchos de
los juegos de bloques para armar que usan los ninos pequenos tienen la misma
forma y el mismo tamano. En todos estos ejemplos estd presente la nocién que
en matemadticas llamamos congruencia, que significa misma forma y tamafio.
a) Identifiquen en su salon de clases o en la escuela objetos o figuras congruentes.
b} Compartan con los demds compaiieros lo que encontraron.

11. Marquencon / los ridngulos que al superponerse coincidan en todas sus partes.

ﬁ /‘\K A o ;
= /N /| o

i
4

\

¥ L AL F
A 4 \“x\ © /,\\\ /”' \\ f/ >
/ \.\\ il X L
6] 17 ] 8] 9]

aj Comparen sus respuestas con las de otras parejas de companeros. 51 tienen
diferencias, midan los lados v los dngulos de los tridngulos, hasta que todos
estén de acuerdo.

b) <Qué niimeros tienen los tridngulos anteriores que son congruentes?

Dos figuras que al superponerse coinciden en todas sus partes se llaman
congrientes. En el caso de dos tidngulos, son congruentes si sus lados y
dngulos correspondientes son iguales.

I11. Consideren los siguientes cuadrnlateros:

Area = 15 e 3 an !

Area = 15 cm® 7 3iam

3 om 3 om

Escriban por qué estos cuadriliteros no son congruentes, a pesar de que tienen el
mismo largo v ancho.

IV. Consideren los siguientes pentagonos regulares: =

3 am

Reto

.

A

Escriban por qué estos poligonos no son congruentes, a pesar de que tienen sus

angulos iguales.

V. Enlas siguientes figuras, los cuatro triangulos de la derecha son congruentes con

el triangulo ABC.

V1. En el siguiente cuadrado:

Pot

VII. En 1 casa haz lo siguiente:

a) Nombren con 4, 5°, C los vértices correspondientes.
b) Marquen con uno, dos o tres arcos los dngulos correspondientes.
¢} Con una, dos o tres rayas marquen los lados correspondientes.

P es un punto
que se mueve
sobre la
\ ;" '-\ diagonal 8D

' | del recting ulo
[ \ ABCD. {Cémo
" son las dreas de
los rectingulos

- R1y R2?

{%

2om

L

= /\\
Y
\

a) Tracen dos segmentos de recta que lo dividan
en cuatro cuadriliteros congruentes, con la
condicion de que no sean paralelogramos (los
cuadrados v los rectdngulos son paraleogramos).

b) Cuando encuentren la soluciéon comparenla con
otras parejas de companeros.

¢} Propongan un problema parecido para el caso
de un rectingulo.

‘ a) Coloca tu zapato izquierdo frente a un espejo. La imagen mediante esta

ﬁ reflex16n es exactamente la misma que tu zapato derecho. 5in embargo, no te
puedes poner tu zapato izquierdo en tu pie derecho, v a la inversa. Comenta
€510 en el grupo en términos de lo que has aprendido en esta leccion,




Construccién de tridngulos congruentes {1) a) Cada integrante de la parejaexplique al otro compaiiero como trazar un tridngulo
congruente a oiro, conociendo dos lados v el Angulo que forman estos dos lados.

b) En una hoja aparte cada quien trace:
= un tridngulo obtusdngulo
= un triangulo rectangulo
= un triangulo acutangulo

Procedimientos para trazar triangulos congruentes

I. Para trazar un tridngulo congruente con el tidngulo ABC se siguen los siguientes
pasos:

A o ) Midan dos lados de cada triangulo v el angulo que forman y proporcionen estas
1) e e medidas a su compafero para que trace un tridngulo congruente con cada uno.
A e S ; ~ d) Marquen los lados v dngulos correspondientes en cada caso v verifiquen sus
y w ,- : C/ \Q resultados, superponiendo cada triangulo sobre el original.
N q{\ i Y :;f N €) Describan en su cuademo este procedimiento, acompanado de un ejemplo.
L) 3an £ B | _l Fe) B 3 an o
X o III. Un procedimiento mds para trazar un tridngulo congruente a un £A4BC es el siguiente
A 7 /
(1] / 30° (2] {f.f
a) Cada integrante de la pareja analice estos trazos y luego explique al otro A . P
compatiero la manera como se copi6 el idngulo ABC. g i
b} En una hoja de su cuademo cada uno de los miembros de la pareja trace: ﬁé .,/_ gd“
* un triangulo equilatero \mﬂ / /,
* un tridngulo isGsceles \, ;/ 7
* un tridngulo escaleno \/ o
¢) Midan los tres lados de cada tridngulo ¥ proporcionen estas medidas a su ¥ . ¥ g,
companero. e P T » (4] P
d) Usen el procedimiento mostrado airiba para que cada uno trace tridngulos P gt :-m;.)f e :m;
congruentes con los triangulos trazados por el otro. o b x / g
¢} Recorten cada ftridngulo vy superponganlo en el original para verificar que G /; " i \ /'/
efectivamente son congruentes. / ',-"; "q
Iy Describan este procedimiento en su cuaderno e ilistrenlo con un ejemplo. X | :?io-‘/,.f’r
.-"/ | ).r.{}.
II. Otro procedimiento para trazar un triangulo congruente a un /A ABC, es el signiente: ‘¢ e
A a) Cada miembro de la pareja explique a su companero cémo trazar un tridngulo
A St ¥ ol _— O . & CONgruente a oo, si se dan como informacién un lado v los angulos advacentes
\\ Alaac & \ »'go= aese lado: _ -
\ /; & % 2} b} En una hoja de su cuademo cada integrante trace tres tridngulos:
”f:\ e X * uno equilitero v acutingulo
. \ / \\ *= oiro isGsceles y rectdngulo
\// "\ * uno mas escaleno y acutangulo
B ¢} En los tres triangulos, cada uno mida un lado vy los dngulos adyacentes a ese lado.
4 R o A 5 am c d) Entreguen esta informacién a su compaiero para gue trace un tridngulo
\ /60 o \ y i o E o congruente con cada unf). 1 '
R % i e} Marquen los lados y angulos correspondientes y verifiquen sus resultados
\\ w '\\ . e superponiendo cada tridangulo sobre el original.
N = % i ) Describan este procedimiento en su cuaderno e ilistrenlo con un ejemplo.
N T il




Construccién de tridngulos congruentes {2)

Datos minimos que se requieren para trazar triangulos congruentes

En cada una de las actividades de esta leccion, consideren que una persona les dictaa
todos los alumnos del grupo algunos datos con los que deben trazar un tridngulo en
su cuaderno con sus instrumentos de geometria.

1. Tracen un tridngulo cuvos lados midan 6 cm, $ cm v 10 cm.

-
Vit
S

10 an -
/ o an

a) £Cudles son las medidas de cada uno de sus dngulos?
b) Comparen su wiangulo con otras parejas. <Todos los tridngulos que trazaron

s50n congruentes?
¢) c50n necesarios mas datos para que todos los triangulos que trazaron sean

congruentes? .Justifiquen su respuesta.

d) Con ayuda de su maestro redacten una conclusion de esta actividad.

II. Tracen un widngulo en el que un lado mida 8 cm v el oro 5 cm de manera que el
\ angulo que forman sea de 40°,

& an

“1 40°

5 an

aj <Cuanto mide el tercer lado del tridngulo?
b} ¢Hacen faltamas datos para que los triangulos que trazaron sean congruentes?

.Justifiquen su respuesta.

¢) Con ayuda de su maestro escriban una conclusién de esta actividad.

II1. Tracen un tridngulo en el que dos de sus lados midan 5 cm v 4 am, y un dngulo de
E . | 50°, que no esté formado por estos lados.

T
e

-

\ G
4 cm i
|}

!

5 an
a) Comenten entre todo el grupo los resultados que obtuvieron.

b} <Qué conclusion obtienen de esta actividad?

IV. Tracen un tridngulo en el que un lado mida 6 cm vy los dngulos adyacentes a ese
., | lado midan 45° y 60°.

A 45° 607/
F i

1
6 cm

a) <Cudles son las medidas de los otros dos lados?
b} Comparen su tridngulo con el de otras parejas. {Los tridngulos que trazaron

son congruentes?
¢} Escriban una conclusién que considere los resultados de los alumnos del grupo.

V. Tracen un tnangulo cuyos angulos midan 45°, 60° y 75°, respectivamente.

‘\ o .'J.
/ L1t} 457 1
il il

a) <Cuales son las medidas de los lados del mriangulo que trazaron?
b} <Resultaron congruentes los tridngulos que trazaron?
¢} Con apoyo de su maestro redacten una conclusion de esta actividad.

V1. Ente todo el grupo, v con apoyo de su maestro, escriban en su cuaderno un
resumen sobre los resultados de esta leccion que establezca los datos minimos

LA
|
necesarios para trazar un triangulo congruente a otro triangulo dado.




4 cm

10 an

Construccién de rectangulos y cuadrados

Datos que se requieren para trazar rectangulos y cuadrados congruentes

J

10 on

.

Para una tarea escolar, dos amigos requieren trazar un rectdngulo cuyos lados
midan 4 cm, 10 ¢cm, 4 cm v 10 cm, respectivamente, aunque la indicacién que le
da uno al oro es: “mraza un cuadrilitero de lados 4 em, 10cm, 4 cmy 10 em™. El
amigo traza sucesivamente las cuatro figuras siguientes:

T w 10 an
1;?:“'“@-«‘5 > 2, y
4 cm ?;\/:-f --:_':::» =i % ) 4 (1V /‘1- an
e T~ < .
# Gy —. oy 10 an

—

a) cSon cuadrilateros las cuato figuras? dComo definen un cuadrilitero?

b) Tracen en su cuaderno e rectangulo que debid haber razado el amigo. {Todos los
ZQueda definido de manera vinica
Argumenten su

rectangulos que trazaron son CONgrIentes?
un rectangulo si s6lo se dan las medidas de sus lados?

Tespuesta.

Tracen en su cuaderno un rectangulo cuyas diagonales midan 6 cm.

a) Todos los rectangulos resultaron congruentes?
bj dQué dato adicional se requiere para que todos los rectiangulos sean

congruentes?
c) Agreguen ese dato v vuelvan a trazar el rectdngulo. {Todos los rectingulos

resultaron congruentes?
d) <Qué conclusion obtienen de aj, b} v )7

I1L. Para trazar un cuadrado congruente con otro, dqueé datos son suficientes?

A

a) Tracen en su cuademo un cuadrado cuyos lados midan 5 cm.

¢Todos los cuadrados resultaron congruentes?
b) Tracen en su cuaderno un cuadrado cuyas diagonales midan 6 cm.

¢Todos los cuadrados resultaron congruentes?
c) cSerd necesario dar como dato el angulo que forman las diagonales entre si?

.Justifiquen su respuesta, ilustrandola con un ejemplo.

e} cQué conclusiones obtienen de a), b} v ¢)?

A

Pot

A

IV. Consideren que la siguiente sucesion de figuras es una seleccion de imagenes de
una pelicula, en la que el rectingulo va reduciendo su largo. Analicen lo que ocurre
con los lados, dagules, diagenales v ejes de simetria de cada figura, en particular en
la figura € v coméntenlo con otra pareja de companeros.

L (2} ® | o
a) Qué diferencia hay entre las propiedades de las diagonales de la figura € con las
diagonales de las otras figuras?

b} ZQué diferencia hay entre las propiedades de los ejes de simetria de la figura € con
los ejes de simetria de las otras figuras?

) Como definen un rectiangulo?
d} Un cuadrado tiene todas las propiedades de un rectingulo (v algunas més). ¢Puede
considerarse a un cuadrado como un caso particular de rectdngulo? Es decir, dun

cuadrado es también un rectangulo?

V. En la siguiente tabla, marquen la celda con \/ si la propiedad corresponde a la
figura geométrica indicada.

Propiedades

Cuadrado

Rectangulo [

Tiene dos pares de lados paralelos

Sus lados opuestos soniguales

Sus cuatro lados son igusles

Tiene cuatro dngulos rectos

Sus dizgonales son iguales

Sus diagonales son perpendiculares una ala otra

Sus dizgonales se bisecan una a la otra

Sus dizgonales bisecan sus angulos interiores

Tiene sdlo dos ejes de simetria

V1. Comparen sus respuestas de esta leccién con otras parejas de compaiieros. £Coinciden?
Sino coinciden, analicen las causas v corrijan lo necesario.

Tiene cuatro ejes de simetria |

ST

En la siguiente
figura
encuentra la
longitud de .

—

;' o

T e

~24+—5—+24

4




Construccién de figuras semejantes (1)

Reladon entre los angulos y los lados correspondientes de figuras semejantes

‘ |
l

ol | G
(5]

a) Qué cambios tuvo la figura @ al transformarse en las figuras €, © v @7

b) Las figuras € v @ son semejantes. {Qué caracteristicas tienen las figuras
semejantes?
c} Conforme a la respuesta anterior, £por qué las figuras @ v € no son semejantes?

d) De las figuras anteriores, <qué otros pares de figuras no son semejantes?
. Expliquen su respuesta.

II. En las siguientes figuras, los cuadriliteros @€ v @ son semejantes.

AL \\\
| D 2
A /’T\ _ i
.Y [
. A
| 11 L] \\ ! .\\
B 1) G| B [2) C

aj cQué relacion hay entre cada par de angulos correspondientes de ambos
cuadrilateros? (anoten todas estas relaciones y comparen sus respuestas).

b} £Qué relacién hay entre cada lado del cuadrilétero A8'CD’ y el lado correspon-
diente del cuadrilitero ABCD? (anoten las relaciones faltantes).
AR’
AB

=2 i e 1

La relacion 2 a 1 que hay entre los lados del cuadrilitero €¥ respecto de los
correspondientes del cuadrilatero € sc llama factor de escala o razon de
semejamza. Fsta razon de semejanza es una relacion de proporcionalidad y su
valor numeérico se llama constante de proporcionalidad.

II1. En la siguiente cuadricula agranda tres veces el /A ABC para obtener el A DEF.

il

4

| 1o
B ! & |

a) ZCuantas veces e5 mayor la base del 2\ DEF que la del A ABC?

Es decir, i:
BC

De la misma manera:
A8 . DE _
AC AR

Por lo tanto, Jcomo son el S ABCy el ADEF?
En este caso, dcudl es el factor de escala o razon de semejanza?

En lasfignras semejantes las razones de los lados correspondientes son iguales
v los angulos correspondientes también son iguales.

IV. Consideren el rectangulo KEMY vy el rectangulo WXYZ:

L M [ X [ [ | [ ¥

a) <Como verifican que el rectdngulo KLMN v el rectingulo WXYZ son semejantes?

b} <Cudl es el factor de escala de los lados del rectdngulo WXYZ respecto de los

lados del rectdngulo KLMNT?

¢) Escriban las razones entre los lados del rectangulo WXYZ v los del rectdngulo
KLMN.

d) En su cuaderno tracen otro rectingulo semejante al rectangulo KLVN.

e) {Ese rectdngulo es también semejante a WXYZ7 cComo pueden

comprobarlo?

V. Comparen sus respuestas de todas las actividades de esta leccion con las de otras
t 4 ‘ parejas de companeros. 51 hay diferencias analicen por qué v corrijan lo necesario.




Distorsionar
Be dice que una

im agen sufre una
distorsion si se
deforma, es dedr,
sl sus medidas ne
son propordconales
4 las de la imagen
ariginal.

Construccion de figuras semejantes (2)

Como construir rectdangulos semejantes

I1.

IIL.

Consideren el siguiente rectangulo.

a3

3
a) En hojas cuadriculadas, tracen rectangulos semejantes a este, de manera que
tengan 2, 3, 4 v 5 como factor de escala.
b} £Qué operacion hicieron con las medidas del rectangulo original para determinar

las medidas de los rectangulos semejantes?

) Si en lugar de multiplicar por determinado nimero la medida de cada lado del
rectdngulo original la dividen, por ejemplo, entre 2, {obtienen un rectangulo

semejante? . Justifiquen su respuesta.

d) Escriban una conclusion sobre bj v ¢).

Gina dice que todos los cuadrados son semejantes. £Serd verdad lo que afirma?

a) Para verificarlo o refutarlo, analicen varios casos. Por ejemplo, si los lados de
un cuadrado miden 10 cm y de oo miden 7 cm, son semejantes?

b) Consideren el caso de los rombos. {5on todos semejantes? {Sugerencia
tracen varios rombos y observen sus angulos). Argumenten su respuesta.

Bajo la coordinacion de su maestro expongan ante todo el grupo su conclusion
sobre semejanza de cuadrados y rombos.

Un disenador gréfico afirma que una manera de ampliar v reducir fotografias
rectangulares, sin que se distorsionen, es la que se muesira en esta imagen:

a) {Tiene razén el disehador?

byHagan pruebas de este método en su
cuaderno, comenten en parejas sus resultados
v luego, entre todo el grupo, lleguen a una
conclusién tinica.

) $i concluyeron que el disefiador tiene razon,
escriban en su cuademo las instrucciones
de su método para construir rectingulos
semejantes,

Iv.

o
Postal Ancho x largo

Al tamariio de una fotografia de 10.5 cm por 15 cm se le llama tamario postal.
a) Marquen con \/ en el recuadro si la ampliacién o reduccion de esta fotografia no
nvo distorsion.

L

g

VIL

-

21x30 525x7.5 2175 46%6 15.75 % 22.5 12x8
105
b) Comparen sus respuestas con las de otras parejas de compafieros. $ino coinciden
analicen las razones v, en su caso, corrijan lo necesario.
En muchas maquinas fotocopiadoras se pueden hacer ampliaciones o reducciones
del documento original. Escriban en los espacios cual es el factor de escala s1 un
documento se fotocopia ak
a) 200% d)75%
b) S0% €) 25%
o) 100% f) 300%
d) Comparen sus respuestas con las de otras parejas. $1 hay diferencias corrijan lo
necesario.
Investiguen las medidas de una cancha de basquetbol y tracenla en su cuaderno,
de manera que sea un dibujo a escala de la cancha.
a) <Cudnto miden el largo v ancho de la cancha?
b) 2Qué factor de escala eligieron para hacer su trazo?
¢) <Cudles son las medidas del largo v ancho de la cancha en su trazo?
dj Compartan sus trazos con €l resto del grupo y expliquen los criterios que usaron Dr.T. Mata
para hacerlos. o 0 C
La ilustracion de la derecha contiene figuras semejantes entre si. Los médicos OCcOO0
oftalmélogos usan una ampliacién de ésta para medir la agudeza visual de las 0000
personas. 00CDO
G 9 a
; : o - - -
Encuentra en tu entomo otros ejemplos de figuras semejantes. o o0 o o
o 5 [0 B
o (=} LR =]
(5] Le] L&} aF




Criterios de congruencia de tridngulos

Establecimiento de tres criterios de congruencia de triangulos

En las lecciones 6 y 7 analizamos como construir un tridngulo congruente a otro,
dando el minimo de datos. En esta leccién explicitaremos los criterios de congruencia
de tridngulos.

1. Cologuen sobre una mesa tres lapices, de manera que coincidan sus extremos
para formar un triangulo. Intercambien de lugar los lapices varias veces, siempre

g
A formando un triangulo.

a) <Cuantos triangulos diferenfes pudieron formar?

b} Pregunten a otras parejas de compaieros si todos los tridngulos que formaron
son congruentes entres si.

¢) £Qué relacion tiene este resultado con el hecho de que un tridngulo como el de
la izquierda no se pueda deformar?

d) Comenten sus respuestas con las de otras parejas de compafieros y obtengan

una conclusion.

El resultado anterior nos conduce al siguiente criterio de congruencia de triangulos:

Griterio LADO-LADO-LADO (LLL)
Si los tres lados de un tridngulo son respectivamente iguales a los ires lados de otro,
entonces los tridngulos son congruentes.
A v
e . . 7

B fi ¢ B i ©
En simbolos (completen}:
S1AB = ARE= yAC = . entonces S ABC=

1. Para esta actividad requieren de un pedazo de alambre formando una horquilla

E | como la ilustrada a la izquierda.

Consideren que los dos dangulos que se forman son adyacentes a la base de un
triangulo.
a) Prolonguen con una linea punteada los lados desconocidos del triangulo.

b} Comenten con otras parejas cuantos tridngulos diferentes pudieron formar.

Esta actividad nos lleva al segundo criterio de congruencia de triangulos:

4

A

Y

Pi§

Criterio ANGULO-LADO-ANGULO {ALA)

Si dos dngulos de un tridngulo v el lado comprendido entre ellos son respectivamente
iguales a dos angulos v el lado comprendido entre ellos de otro triangulo, entonces los
tridngulos son congruentes.

A A
v . o

B C B’ Lo

En simbolos [completen):

SiAA=A JAB=A VAB = , entonces NABC =

I11. Para esta actividad fijen en su compés una determinada abertura, como se ilustra
en la figura de la derecha. Consideren que los brazos del compds son dos lados
de un tridngulo v el angulo que determinan es el que forman esos lados.

a) ¢El tercer lado del widngulo v los dos dngulos desconocidos quedan
determinados de manera tinica?
b) Comenten sus respuestas con otros compafieros ¥y obtengan una

conclusion.

Esta actividad nos conduce al tercer criterio de congruencia de tridngulos:

Critetio LADO-ANGULO-LADO (LAL)

Sidos lados de un tridngulo y el dngulo que forman son respectivamente iguales
a dos lados y el angulo que forman de otro tridngulo, entonces los triangulos son
congruentes,

A s A

En simbolos {completen):
SiAB = BC = vABR=A

2

,entonces MARC= 1

IV. Redacten en su cuademo un resumen de los tres critenios de congruencia analiza-
dos en esta leccién. Coméntenlos con otras parejas del grupo y con ayuda de su
maestro acuerden una redaccién comiin.




Aplicacién de los criterios de congruencia de triangulos

Identificacion y uso de los criterios de congruencia de triangulos

I. Delassiguientes figuras, identifica pares de tridngulos congruentes y relacionalos
| usando el simbolo =. En cada caso, anota el criterio de congruencia de tidngulos
ﬂ | que usaste para decidir v anota los lados commespondientes que son iguales.

J B G
A AT
. M P 4
= " % ] .
3 - |
" e = 5
%5 E 5 F /
1 L L
2 | \ 1007 ™, /350
/ 60, i 5 =H 6 I
% o N 6 0 Q=
K40 100 gl :
B 6 c 40\
‘R
NABC=
= BC = AC =

II. En cada una de las siguientes figuras estdn marcados los lados v angulos igunales.
.. | Identifiquen pares de tridngulos congruentes, relaciénenlos con el simbolo = v
| escriban el criterio de CONErUencia que usaron.

o % : M
\ R“-_\_‘ . E I 3 q Fi 2 I W |Il -
7 . e | ¥ vd . """--.,___ 8
\- HH--H' . C ,.—'-"‘"_‘_:"f__ \'- \‘x * T ——
\\\ _-FJ_'__,_":{’ 5\ \\ / # Ml "
- .} -
P.-'-'—"'-—wa -""‘-\._#\ \\ 'r'; b 1l Y
B oo g N K v k
T ki .
D ™ =
! o
H I
M
A pt
—— aQ T
/ T i ‘-“b:\_\“ ’_:/.7’ e »;'f
e . - 1 s
N ~— A o A
8 g N g Bl U P /
— % e = o -
S o " e b s P » 4
5 \ e ST f\-\ x"""\.‘h__/‘r ,/x' Yy f_.a"f W ¥
o o i M
(e ™, ik - - ,/ J-f'-"_-,, PR
9 R Ty P

P! ‘ II1. Analicen los siguientes pares de figuras v calculen los valores de x v de y.

AT x = )
¥ e {4
2 [
4 FI.Q' 10 Cm.' '.x
ol G i
s 457 = | §
San/ Il\:-l-.': cm 10 an__— o II'| | ]
d \'. o 3.5 an f \
= A = o N A0°
60 ¥ si 80’; \ r,
B S F 10 om I K 3.5 an

En las siguientes tres actividades usaremos los criterios de congruencia de tridngulos
para demostrar las proposiciones.

A D
‘: ) f IV. Enlafigura de la izquierda, 5i A5 = DC y AC = BD,
LY /) 5| demuestren que AABC=/ADCB.
b N Py ﬁ 4 AB = DC  porque
3 .L?f.' .};J ,-f bAC =8BD  porque
lcl- N + 9 BC=BC porque €5un lado comiin
) Y |
L 2 S d) entonces AABC=/ADCB porque
i '
A
/ \\ V. En el riangulo ABC de la izquierda, si AF = AC
;"f 5 . ¥ M es el punto medio de BC, demuestren que
7% I nasm=nsom,
/ \"\_. a) AB = AC  porque ...
__,-’k ﬁ.\ b)BM = CM  porgue ...
;_,-f % d AM = AM  porque ...
, ‘-\. dj entonces NABMEAACM  porque
B M i
A B
: VI. En la figura de la izquierda, si AB es paralela a €D
] % / ., | vAO = 0D, demuestren que A A03 = ADOC.
R / A 4) A0 = @D porque
o;’ b) AL AOB = A DOC  porque
f N ¢ ABAO= ACDO  porque
> =
/ o d) entonces A\AOR = ADOC porque
¢’ D

VII.Comenten con otras parejas los argumentos que dieron en cada una de las

; ‘ actividades IV, ¥ y VI para justificar las afirmaciones que se usaron al hacer las

A demostraciones. $i no coinciden, analicen por qué v con ayuda de su maestro
determinen los argumentos correctos.




LEC

= {s1'H Criterios de semejanza de tridngulos (1) W Cenitieei susedamornndl:

1 3 Establecimiento de tres criterios de semejanza de triangulos . | proceso de trazar un tridngulo ‘:':“n._‘_ "
' A semejante al AABC y llevamos |_7"\_|_\E"'"“~_,L
trazados un lado y los angulos I s
. . . . B ] C e
Cuando hablamos de figuras semejantes, es decir, figuras que tienen la misma adyacentes a ese lado. & * \ i
forma pero no necesariamente el mismo tamafio, nos vienen a la mente ohjetos a) Completen el A A'R'C. ¢Queda determinado el AA'FC ‘-,‘ "
como un mapa de carreteras, €l plano de una casa, una fotografia, una lente de de manera tinica? Jutifiquen su respuesta. \ =
. e e 110P s
AUmMeENto, un l'Eﬂ'DpTDyEEtOT, un tE]ESEDpID o un automovil a escala. b} JCudnto debe med].r El TErCer ﬂngul()? - \ \11 - ?\..
\ [
z i i g y ustifiquen su respuesta. B 6 c
I. Consideren que al tridngulo de la izquierda lo vemos a mavés de una lente de J ; q 5 = ”
' ¢) Midan los lados de ambos triangulos y el tercer angulo.
. | aumento. . :
t-' [ Comprueben que sus angulos son iguales v sus lados
proporcionales.

Este resultado nos conduce al segundo criterio sobre
semejanza de triangulos:

Criterio ANGULO-ANGULO (A4)
Si dos angulos de un triangulo son respectivamente iguales a dos angulos de otro
tridng ulo, entonces los tridngulos son semejantes. L
A ;
g IS - 3 [~ s
a) Midan los lados del widngulo original v los del tridngulo amplificado, pongan En simbolos (completen} SiAB= A __y&A = AC, entonces ABCEA
literales a los vértices v escriban la relacion entre los angulos correspondientes.
A
II1. Nos piden trazar un &\ ARC oL
b} Anoten las razones de los lados del tridngulo onginal respecto del tridngulo | semejante al /A ABC y hemos 2/ M ;4
amplificado. A trazado ya un dngulo v los r)i . ’7_‘
¢} Escriban la relacién entre las razones de los lados correspondientes de ambos lados que forman este angulo. B 5 C # 325 G
triangulos. — ; g z
i 51 unimos los puntos A’y C°, del AA'B'C’ es semejante al HABC? Vernfiquen

d) De acuerdo con sus respuestas en a) y ¢}, {como son ambos trangulos? . ; o 3
si su respuesta es comecta estableciendo la comparacion de los angulos y las

razones entre sus lados correspondientes.

Elresultado anterior nos conduce al primer criterio sobre semejanza de tridngulos: Este resultado nos lleva al tercer criterio sobre semejanza de tridngulos:

T Griterio LADO-ANGULO-LADO (LAL)
(;nterm EADGDU, : i . . Si dos lados de un tridngulo son respectivamente proporcionales a dos lados de otro
Al _l?s lftos mrrespo.ndlentes A= dos fodig dloe can pt‘oporltlonales, emonaEsJos tridngulo y los dngulos formados por esos lados son iguales, entonces los tridngulos
tridng ulos son semejantes. A & A
: s0n semejantes. :
A . ¥ ;
' e | 1
o _?r? A & :
’ B b - . !
(1 < ! . ERG w b
o W , S b ;
8 i . g It > s S 25 | »
a a § o = B o' “
a ¢
1 s j— =T == =3 Y il
En skabolor (completcnk 51 b’ + entonces AARC= 1 En simbolos (completen): 51— = T AB=4A , entonces SAABC= /A




Criterios de semejanza de tridngulos (2)

|dentificacion y uso de los tres criterios de semejanza de triangulos

En la leccion anterior establecimos los criterios de semejanza de tridngulos. Los
siguientes pares de figuras ilustran estos tres criterios:

WL ™ S AA % g . LAL /‘x?x
Y o . Y - . r T
He e " o & \I |{."} WL S & | |!l ~ .'J/ i ?-\\

I.  De los siguientes triangulos, identifiquen los pares que son semejantes y anoten
| | el criterio de semejanza que aplicaron.
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II. En las siguientes figuras identifica los tridngulos semejantes, usa el simbolo =

i para denotarlos y anota el criterio de semejanza aplicado. E
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II1. En las siguientes figuras identifica los tidngulos semejantes, usa el simbolo =
ﬁ ‘ para denotarlos, anota el criterio de semejanza usado vy la razon de semejanza.

-
o
A
0] o

A

IV. En el AABC de la derecha, la recta L es paralela al lado BC v corta a los lados del

4 | triangulo en los puntos D y £.

La siguiente argumentacion es para demostrar que /AA5C= MADE,

Justifiquen cada paso de la demostracion. , _ 7 \
a) AABC = AADE  Porque i H"‘---__HD "3
by AA=AA Porque 7
¢} Entonces, /AABC= MADE Porque 5;”
B

V. Consideren el triangulo rectangulo ABC, donde A ACB = 90°. Desde el vértice €
LT ‘ trazamos el segmento CD perpendicular al lado AB.

Demostraremos que SAFC = AACD.

a) A ACB = AADC = 90°
b) AA= AA
¢) Entonces, AABC= AACD

Porque es el mismo dngulo i

Por criferio de semejonza AA -

Porque son datos e

V1. Analicen la demostracion anterior v en su cuademo, con argumentos similares,

E . | demuestren que:

a) AABC= ACBD
b) AACD = ACBD

VIIL. Comparen todas sus respuestas de esta leccion con las de otros equipos. 5i hay
| i ‘ diferencias analicen por qué v corrijan lo necesario.




Relaciones de proporcionalidad (1)

Las proporciones en la purificacion del agua

I. El pap4 de Bernardo tiene una planta purificadora de agua. El cliente acude con
su garrafén v en el negocio lo lavan v lo llenan con agua purificada. El precio al
ﬂ | que vende cada garrafon de 20 litros es de §11.
La semana pasada se vendieron 816 garrafones.
a) De acuerdo a la informacion, completa la siguiente tabla.

Lunes Martes Miércoles | Juewves Viernes Sibado | Domingo

Garrafones vendidos

Dinero que se
obtuvo por venta (%)

b} Compara el resultado que obtuviste en la venta del sabado con tus companeros
mas cercanos. En caso de que alguno tenga un resultado distinto, pidele que te
explique su procedimiento y después explicale el tuyo. Traten de legar a una
conclusion.

) £Como obtuviste los valores del renglon correspondiente a dinero que se
obtuvo por venta?

d) Comenta con tus companeros para ver si coincidieron en el método v escriban
una ecuacion que relacione el dinero que se obtuve por venia con la cantidad de
parrafones vendidos.

e} Ordena, de menor a mayor, las cantidades de cada fila de la tabla. Después de
ordenar dichas cantidades, {se conserva entre ellas la misma asociacion que

tienen en la tabla? ZPor qué debe ser asi?

f) Los valores ordenados en ej, {cumplen con la ecnacion que escribiste
en dj?
#] Calcula el promedio diario de garrafones vendidos durante la semana.

hj Calcula el promedio diario del dinero obtenido por ventas durante la semana.

i} Los promedios obtenidos en los incisos g) y hj, <también cumplen con la

ecuacion que escribiste en el inciso d)?

f

i) En el siguiente cuadro, grafica los resultados de la tabla.

Dinero que
e obtuvo
porventa

(s}
&

1500

1000

O 50 100 150

k) Los puntos que graficaste:
Estan alineados Forman una linea recta
_ Forman un segmento de recta ~ Forman un arco

I} {Existen puntos que corresponden a fracciones de garrafon?

<Por que?

Algunos de los gastos de la planta purificadora del papa de Bemardo son fijos v
otros son proporcionales a la cantidad de garrafones de agua que se producen.
Aqui se enhstan algunos de dichos gastos; senala con la palabra fyjo los que no
cambian, ¥ con la palabra propordonal los que consideres que aumentan, si la
produccién aumenta y disminuyen si la produccién disminuye.

a) Renta del local

b Electricidad para iluminacion
) Electricidad para los procesos
d) Agua para purificar

€) Agua para los sanitarios

I11. Compara tus respuestas con algunos de tus compafieros. $i encuentran alguna
ﬂ ‘ discrepancia disciitanla v propongan una manera de probar quién tiene razon.

Garrafones
= wendidos




Relaciones de proporcionalidad (2)

El agua desechada en el proceso de purificacion

I. En la purificadora del papa de Bemardo, por cada litto de agua que entra en
el proceso de purificacion, salen 800 mililitros de agua purificada v el resto se
ﬂ | desecha.

a) £Qué porcentaje del agua procesada se desecha?
b) cQué porcentaje del agua vendida representa el agua desechada?
¢} De acuerdo a la informacién, completa la siguiente tabla.

Lunes Martes  Miércoles |  Juewves Viernes Sabado | Domingo

Garrafones vendidos

Litros desechados

d) <Como obtuviste los valores del renglén comrespondiente a litros desechados?

¢] Comenta con tus companeros para ver si coincidieron en el método y escriban
una ecuacién que relacione la cantidad de litros desechados con la cantidad de
garrafones vendidos.

f) Sise ordenan de menor a mayor los valores en cada fila de la tabla, dlas parejas
conservan la asociacion que tienen en la tabla?

¢.Por qué debe ser asi?

£) Los valores ordenados en el incisio anterior, <hacen verdadera la ecuacion que
escribiste en el inciso e.

II. Compara tus respuestas con algunos de tus companeros. 51 encuentran alguna
ﬂ diferencia, discittanla y corrijan los errores.

Reto

Si por cada litro de agua que se va a purificar se obtienen solo 800 ml de agua purificada,
Zqué volumen de agua se necesita para obtener un litro de agua pura?

iy

II1. Los resultados anteriores pueden examinarse de manera grafica.

f

a) En el siguiente sistema de coordenadas, grafica los resultados de la tabla.

Dinero que

e obtuvo

por venta
is)

A

a0
800
700
600
500

Al

2040
100

. Garrafones
vendidos

o 50 100 150

b) Los puntos que graficaste:
[ Estan alineados ' Forman una linea recta
Forman un segmento de recta Forman un arco
) Sisolamente se venden garrafones completos, <seria posible graficar un punto

que correspondiera a 73.5 garrafones vendidos?
d) ZCuantos litros desechados le corresponden a cero garrafones vendidos?

€} 51 un dia se vende cierta cantdad de garrafones, v en otro dia se vende el
doble de ellos, iqué pasa con las respectivas cantidades de agua desechada?

Ij Se puede concluir que las cantidades de garrafones vendidos y litos desecha-

dos (son/no son) proporcionales.
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Elongar.

Alargar, estirarn,

hacer dlgomds
largo por tracd fn

mecinica.

Relaciones de proporcionalidad (3)

Identificacion de fundones continuas

Elisa, con una regla, una liga, un plato desechable v otros objetos, hizo una béascula
como la que se muestra en la figura. Colocd sucesivamente monedas iguales en el
plato v anoto cudnto se elongaba la liga. En la siguiente tabla estan los valores que

obtuvo después de colocar hasta diez monedas.

Cantidad de monedas Elongacion (mm)

d) En el siguiente sistema de coordenadas, grafiquen los valores de la tabla.

Elongacidn
[mm}
A

10

i

[

/ U 1 2

AN 2 4
D?—%_ EL> 3 6
2._5 4 a
4-;; 5 10
E,E & 12
g:é 7 14
m: 8 16
i ﬂ_f 10 20
15':% 11
.‘lﬁ—g 5
m_: 13

I. Con base en la situacion descrita, contesten las preguntas que siguen.
a) 5i la liga soportara el peso de més monedas, coloquen en la tabla los

7
A valores de la elongacion que debieran corresponder a 11, 12 v 13 monedas,

Tespectivamente,
b) £Cémo obtuvieron los valores correspondientes a la elongacién que debiera

soportarlaligacon11,12y13 monedas?

¢) Comparen con otros compafieros los procedimientos que siguieron v escriban
una equacion que relacione la cantidad de monedas con la elongacion que

experimenta la liga.

Cantidad de

— © monadas
0 5 10 15

II. Con base en la ecuacion que obtuvieron en [.€, contesten:
E | @) En la practica, ¢qué va a pasarle a la liga con un peso demasiado grande?

b} Suponiendo que Elisa pudiese poner pesos correspondientes a fracciones de
moneda, {cuinto se elongaria la liga en cada uno de los siguientes casos?

124
* Con cero monedas mm = Con 5T de moneda mm
* Con 7.34 monedas mm s Con VT2 monedas mm

¢) Anadan estos valores en la gréafica del inciso dj de la actividad 1.
d) Todos los valores que pudiéramos graficar, sin que se rompa la liga, formarian:
~_ Unarecta
| Una semirrecta
Sélo un segmento de recta
€} Con base en lo anterior, escriban una conclusion que relacione el peso que se

coloca en el plato con la elongacion de la liga.




LEC

Tiempo
(minutos)

Nivel del agua
{cm)

Gléﬂ' Relaciones de proporcionalidad (4)

1 8 - Ahora con funciones acotadas

La cisterna de la casa de Enrique es un paralelepipedo rectangular que tiene 6 m*

| de base v 1.2 m de altura. Cuando la llenan, el agua fluve de tal manera que el
| nivel sube 2.5 cm por minuto.

a) Analiza con tus companeros si la altura del nivel del agua aumenta propor-
cionalmente al tiempo en que la llave estd abierta y anoten la conclusion a la
que lleguen.

¢La altura del nivel del agua es proporcional al tiempo que la llave esta abierta?
Explica

b} Siinicialmente la cisterna esta vacia, <cuanto tiempo hay que mantener abierta
la llave del agua para que la cisterna se llene?

¢) £Qué altura tendrd el nivel del agua cuando hayan transcurnido 32 minutos?

d) Completa la siguiente tabla.

75 80 120

&) (Qué relacion hay entre los valores del tiempo de las celdas que estdn en color

azul?
B £Qué relacion hay entre los valores del nivel del agua de las celdas que estan

en color azul?
) <Qué relacién hay entre los valores del tiempo de las celdas que estdn en color

verde?
hj ¢Qué relacion hay entre los valores del nivel del agua de las celdas que estan

en color verde?
i} <Qué sucede si dividimos los valores del nivel del agua entre los valores del

tempo?

i) Escribe una ecuacion que sirva para determinar el nivel del agua cuando ha

transcurrido un cierto tiempo . Verifica que
con esa ecuacion se pueden calcular los valores que obtuviste.

k) En el siguiente sistema de coordenadas, traza la representacién grifica que
muestra el nivel del agua en funcién del tempo.

Nivel del agus

fem)

A

inn

an

60

an

- Tiempo
= (minutas)

] 5 10 15

1) Si usas la ecuacién que obtuviste en el inciso j para calcular el nivel del agua
cuando han transcurrido 60 minutos, £qué valor obtienes?

ZQué concluyes sobre el uso de esa ecuacion?

mjAnota las coordenadas del punto inicial, es decir, cuando la cisterna esta vacia
y se abre la lave del agua: (|, )

) Anota las coordenadas del punto final, es decir cuando la cisternase llena [ |, )

o) {Tiene sentido considerar un tiempo menor al del inciso m o uno mayor al del

incison? . Justifica tu respuesta

]

==EET=
1 .
L

a) Haz una grafica que represente la cantidad de litros de agua que tiene la cisterna en funcién
del Hiempo que esté abierta la lave y escribe la igualdad que relaciona ambas variables.

b) Julidn, el vecino de Enrique, tiene una cisterna con la misma capacidad, pero tiene forma
de cilindro y tiene 6 n® de base. £Cudl es la altura de su cisterna?




Relaciones de proporcionalidad (5) I11. La planta purificadora del papa de Bemardo est4 instalada en un local donde pagan
Sintesis de proporcionalidad y funciones ‘ $180 de renta cada dia; ademads, gastan $6 por cada garrafén de agua que producen.
ﬁ a) Los dos primeros renglones de la tabla siguiente yva tenen los datos que

calculaste en la Leccion 15. Asi, el lunes vendié 80 garrafones v obtuvo $330

I. Considerando los resultados de las cuatro lecciones anteriores, contesten lo

| siguiente. por dicha venta. Pero en producir cada garrafon, gasté $6, es decir, por los 80

‘ﬁ ' a) Analicen las cuatro gréficas que hicieron y comenten qué tienen en comun. garrafones gast6 $ 7ademés pag6 $180 derenta ese din, es dedir, ese
A i lunes gast6 en total § ¢ Corresponde lo que ta calculaste con lo que
- Dinero | sihadosdomingo 20,1 | Litros | I I 1 7
L . . | desechados . [ estd anotado en la tabla como dinero que se gast6?
1500 '%p it O L O L g5 1 N T O 0 O T O b} El pap4 de Bernardo gast6 $660 el lunes, pero obtuvo $880 por las ventas, por
{:::‘n:} Y O 0 e e 5. 1 Ot Ot ) B | tanto, gané § ese dia. <Corresponde lo que ti calculaste con lo que
T ' TIFI"-I:-'EI;E:' T 11 BT T T T T T T g8 A O estd anotado en la tabla como ganancia obtenida?
'\JI\ETEI{S‘ {
1000 L e - 500 || - - ¢) Completa la tabla.
L:I.‘:l.. | S - A00 - —————— *oR] I O S (I R
300 NN Dia lunes martes | miércoles | juewves viernes sdbado | domingo
GO0 | | | | | |
J A O S S+ | 1 1) O A A et A Garrafones
..... I (N S — | ILISIH S Foe ! It o S O A P | ) P T e “ﬂndldn!
Garrafones Garrafones i
vendidos e | vendidos Dinero que se
- T - obtuvo por venta (5)
0 50 100 150 0 50 100 150
Dinero que
A . _ N ¥ - se gasto ($)
Elongacdidn - Nivel del agua -~ i
rm L4 HE L. SN EED N En todos los casos las gréficas siguen una St
PP ML N 2 a0 HHERH AR . = - obtenida ($)
¥ 5 O P frayectoria
AT me g b)<Cudles de las cuatro gréficas son segmen-
P E NSNS AN N S d) Cierto dia se quemé un transformador, se quedaron sin energia eléctrica y s6lo
1] I EEEEEENr AR pudieron vender 13 garrafones. El papd de Berardo {perdi6 o gané dinero ese
PITECTT M ot dia? .
15 ! e * ¢ <En cudles no pueden ser segmentos con- ) :
s ] T . ; : , ; e} Cudntos garrafones debe vender como minimo para no perder?
e s 4 O tinuos sino sélo puntos aislados?
10 ,"" - 5 5 3 O Es claro que mientras mas garrafones venda, mas dinero gana. Sin embargo,
.," ot et Ly d)<Cudles representan una relacién de pro- las variables garrafones veadidos v ganancia obtenida, Json proporcionales?
s e ] .;"": ~roii[r  porcionalidad? Explica
S = S € {Quétienen en comin todas las igualdades
VI T jammmmmmmn T que obtuviste en las actividades de las
! ke ks = 38 A s , cuatro lecciones anteriores? Reto
0 5 10 15 0 5 10 15 [ \
Escribe una ecuacion que relacione la ganancia obtenida %
II. ZCuéles ignaldades representan una relacion de proporcionalidad directa? con la cantidad de garrafones vendidos.
| = =X = &X
E. ; a)y = 3x bj 5 oy o
d)y = x* ey =x By=2x

gy =4 h) y = mx , siendo mt un niimero




Relaciones de variacién cuadratica (1)

Situaciones y problemas mas all2 de lo lineal

En varias disciplinas o ramas del conocimiento se presentan situaciones en las que
elementos de un conjunto se relacionan con los de otro, de manera que cada elemento
del primer conjunto esta relacionado con solo un elemento del segundo. Recordards
que a este tipo de relacion se le llama funcion.

Tiempo

Velocidad

Al dejar caer un objeto, tard6 diez segundos en llegar al suelo. Como la velocidad

| depende del tempo transcurmido, se anotaron sus valores en distintos momentos

Iy resultd la siguiente tabla. El tiempo esta dado en segundos y la velocidad en

metros por segundo. Contesten las preguntas que siguen.

2 3 A 5 | &

9.2 45 | 58.8

19.6 | 294

a) £Qué velocidad llevaba el objeto a los 7.5 segundos?
b) (A qué velocidad hubiera tocado el suelo si hubiera tardado 4 segundos en

caer?
¢) Un objeto que cae, Jen qué momento alcanzara la velocidad de 150 m/s?

i) De los datos de la tabla, iqué formula permite relacionar la velocidad con el
tempo?

Comparen sus respuestas con las de ofros equipos v si hay diferencias, disciitanlas
hasta que se aseguren de que sus resultados estén correctos.

En un lahoratorio de biologia se lleva a cabo un cultivo de bacterias. Al inicio se

| coloca una bacteria en €l medio adecuado y cada hora se registra el mimero de
| bacterias presentes. Analicen la relacidén entre el nimero de bacterias y el iempo

transcurrido que se muestra en la tabla v contesten las preguntas.

Tiempo (horos) af 2 3 4 s 6 |
Numero de bacterias i0 40 90 160 250 350 |

a) {Cudntas bacterias habrd después de 12 horas?
b) ¢Cudntas bacterias habra después de 24 horas?
) En cudnto tiempo habra 2 250 bacterias?

d) /En cudnto tiempo habra 23 040 bacterias?
¢) (Cudl es la formula que relaciona la cantidad de bacterias con el tempo

transcurrido?

II1. Pedro gana $50 diarios més que Juan. Pedro trabajo 3 dias menos que Juan, pero

ﬁ ‘ ambos ganaron lo mismo: $1800. {Cuédntos dias trabajé Pedro?

Para resolver el problema es necesario determinar cuanto ganan Pedro v Juan en
un dia de trabajo. $i Juan trabajé x dias, entonces se puede afirmar lo siguiente:
Salario diario de fuan = 3—%{9—0-

Como Pedro gand la misma cantidad trabajando 3 dias menos que Juan, se tene:
Salario digrio de Pedro = J_PLQ%
x s,

Como el salario de Pedro es igual al de Juan mas $50, se tiene la igualdad
1800 _ 1800 . =
x—3 X

Simplifiquen la expresion anterior dividiendo todos los términos entre 10

Multpliquen todos los términos por x — 3:

Multipliquen todos los términos por x:

Hagan las operaciones indicadas

En ambos miembros de laigualdad resten 180x:

Ordenen los términos e inviertan la igualdad:

Dividan entre 5

Resuelvan la ecuacion.
Sustituyan el valor de x en las expresiones Salario diario de Juan v Salario diario de
Pedro v contesten las preguntas:

a) <Cuanto gana Juan en un dia?
b) <Cuanto gana Pedro en un dia?
) Si Pedro gano §1800, icuantos dias trabajo?

Comparen su procedimiento y respuestas con otros equipos v con ayuda de su
profesor, analicen y corrijan lo necesario hasta que no tengan dudas.
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LLLIUN Relaciones de variacién cuadratica (2) II. Enseguida se muestra un mes del calendano. Supongan que x es un dia de ese
21 4 Como encuadrar figuras y fechas .| mes. El producto del niimero que estd dos dias después de x por el que estd
—— : A inmediatamente debajo de x es igual a la suma de 18 veces x, mds 6. JCudl es el

valor de x7?

I. Los cuadrados que se muestran en la figura tienen las medidas por lado indicadas

| | en latabla. Completen la tabla v los enunciados que siguen. Domingo Lunes Martes | Midrcoles | Jueves Viernes Sibado
1 2 3 4
10|
9 5 & 7 g8 9 10 K
"‘ 12 13 14 i5 16 17 18
7
s 19 20 21 22 23 24 25
5 26 27 28 29 30 31
4
4 Sugerenda: para calcular el valor de x, escriban explicitamente los datos del
. problema.
f
| Niimero que estd dos dias después de x

Niimero que esta directamente debajo de x:

Mo. de cuadrado 2 3 4 5 & 3 8 9 10 Suma de 18 veces x, mas 6:

Medida porlado (m) [l 1 |15 | 2 |25 | 3 |35 | 4 |45 | & Relacion entre el producto de los dos primeros datos con el tercero:

Perimetro (m)]

Area (m?)

Ecuacion resultante:

a) El drea del cuadrado no. 1 es m?
b} El perimetio del cuadrado no. 3 es m
¢} El drea del cuadrado no. es 6.25 m? Soluciones de la ecuacion;
d) El perimetro del cuadrado no. es 18 m X = =
¢) El drea del cuadrado no. 11 es nr E "y
. Comprueben que los valores de x, y x, satisfacen las condiciones del problema.

) El perimetro del cuadrado no. 13 es m R e ..

i ZQué método usaron para resolver la ecuacion resultante?
£) El drea del cuadrado no. es 49 m*
38 8l st el SmEar Gro. fs I11. Redacten un problema parecido al anterior, que requiera el planteamiento v

i} La formula que permite calcular el perimetro del cuadrado n es: o Pl 5 }
) o pe ‘ resolucion de una ecuacion cuadratica. Intercambien el problema con el de otro

equipo, resuélvanlos v verifiquen que los planteamientos y soluciones estén
j) Laférmula que permite calcular el drea del cuadrado n es: correctos. $i hay algiin error, corrijanlo. et
En una sucesion de widngulos semejantes,
¢l primero tiene area de 2 cm?, los lados del
.Qué tipo de relacion algebraica es la que se usa para calcular el perimetro? . segundo miden lo doble de los del primero
5 y los lados del tercero miden el triple de

£Qué tipo de relacion algebraica es la que se usa para calcular el drea? d s los del primero. {Cudles son las dreas del
L% segundo v tercer triangulos?
51 la sucesion de tnangulos continta con las
Comparen sus respuestas con las de otros equipos v si hay diferencias, disciitanlas mismas caracteristicas, ccudl es la sucesién
v corrijan los posibles errores. de sus areas?




Probabilidad frecuencial

Medicion de |z probabilidad de un evento mediante |z frecuencia relativa

I. Cuando jugamos a los “volados”, lanzamos una moneda al aire v pedimos dgude o
.. | sol, que son los nombres que le damos a las caras de cualquier moneda en nuestro
A pais. Ademds, suponemos que salir dguila tiene la misma probabilidad que salir sol,
es decir, suponemos que es un juego justo. Marisa quiso averiguar si efectivamente
el juego era parejo para los dos jugadores, asi que hizo un experimento: lanzé 100
veces la moneda v obtuvo los siguientes resultados.

AB S S AMAASAASS S SASSASSAASALAALS ALAS,
AABASAASASATS S AS AAANSS AT ASSALASASA

Ao Mg (st B |

A, 8.5.4,5,5.5.8,.5A,5,5A8A355A5.58:5SAAASALNALAS.

Después, Marisa quiso ver qué tan frecuentemente caia dguile v decidié calcular
dicha frecuencia después de cada lanzamiento. Asi, al primer lanzamiento tuvo
duuila, su frecuencia fue de 100%, es decir, la frecuencia relativa fue 1. Después
del segundo lanzamiento su frecuencia fue 0.50 (pues la primera vez cay6 dguia y
la segunda sel); con tres lanzamientos, la frecuencia fue 0.333; con cuatro, 0.250,
y asi sucesivamente.

Lanzamiento | Lanzamiento | Lanzamiento Lanzamiento | Lanzamiento | Lanzamiento

- Frecuencia relativa de veces que cayd aguila
w | m | um va | s | 3

Resultado de los primeros seis lanzamientos

Con los datos obtenidos, Marisa trazo una grafica como la siguiente.
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Marisa sabe que la grafica no puede ser una linea continua porque no hay valores

intermedios entre un lanzamiento y otro. Sin embargo, cuando son muchos

lanzamientos, es muy comodo hacer la grifica continua porque los puntos
resultan estar muy cercanos. Ademds, cuando se trazan lineas continuas es mas
facil visualizar los cambios bruscos.

a) Tomen una moneda, lancenla al aire varias veces (unas 100 veces), pero en cada
ocasion, registren si cayo dguila o cay6sol. (Sillega a caer de canto, no se toma
€n cuenta ese lanzamiento).

b) Calculen las frecuencias relativas de las veces que cayd dgufe después de cada
lanzamiento.

¢} En el cuadro siguiente, grafiquen los resultados que obtuvieron.

i Frecuencia
relativa
1.000 T T

0200
0700
0.600
0.550
500
450
LAG0
0.200

G200

II. Contesten lo siguiente,

E y ‘ a} <La frecuencia relativa puede ser mayor que 17

<Por quée?

b) ¢La frecuencia relativa puede ser menor que 07
<Por qué?

¢) Precisamente, una manera de definir la probabilidad es mediante la frecuen-
cia relativa, por lo tanto, el nlimero que se asigna a la probabilidad es un va-

lor entre v , Inclusive; es decir, no puede ser mayor que

v no puede ser
d) Conforme aumenta la cantidad de lanzamientos de la moneda, la frecuencia

relativa oscila alrededor de
¢} Entonces, basdndose en los resultados que obtuvieron al lanzar la moneda,

Zcudl es la probabilidad de que caiga dguda?

fi De acuerdo a lo anterior, cudl es la probabilidad de que caiga sof?
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Eventos complementarios, excluyentes, imposibles y seguros

I. Sise tiene un evento, por ejemplo, caer dguila, éste tiene cierta probabilidad de
. ocurrir. También habréd un evento que ocurre cuando el primero no lo hace, y éste
A se llama evento complementario. En nuestro ejemplo, el evento complementario
de caer dguia es no caer dguia.
a) £Cudl es la probabilidad de “no caer dgudea™?
b} En un dado comiin, con sus caras numeradas del uno al seis, dcudl es el evento
complementario de “caer 4"7 Describanlo de dos maneras distintas. “No
" otambién “caer1, ocaer 2, 0 "
¢) Para el mismo dado, dcudl es el evento complementario de “caer un nimero
mayor que 47"
d) Para ¢l mismo dado, dcudl es el evento complementario de “caer un nimero

|ES1HE(ES
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II. Al lanzar un dado de seis caras, numeradas del 1 al 6, el evento “salir un impar”,

e

: excluye al evento “salir 47, y viceversa: si ocumre “salir 47, va no puede ocurrir el
h. evento “salir un impar”, por ello se dice que son eventos mutuamente excluyentes.
aj “Salir 4" no es el inico evento excluvente de “salir un impar”. Den otro evento.

b) cCual es el evento complementario de “salir 677
El evento “salir 6" v su evento complementario, <son eventos mutuamente
excluyentes? ¢Pasara siempre lo mismo con cualquier par de eventos
complementarios?

¢) Los eventos “caer un nimero mavor gque 4" y “caer 4", Json eventos
complementarios, mutuamente excluyentes o ambas cosas?

dj Los eventos “caer un mimero mayor que 4” v “caer un numero menor que
4", {son eventos complementarios, mutuamente excluyentes o ambas cosas?

$i un evento ocurre, Jocurre su evento complementario?

Con base en lo anterior, discutan los conceptos de eventos complementarios,
mutiamente excduventes vy su combinacién. Formulen una conclusién y
compdrenla con las de otros compafieros.

I11. Si se tiene un dado comiin, con sus caras numeradas del 1 al 6, el evento
"y, ‘ complementario de “caer 4" serd simplemente “no caer4”, pero también podemos
A decir que el evento complementario de “caer 4" es “caer1,02,03,05,0 6"
a} El evento complementario de “caer un niimero par” es “caer1, o
b} Los eventos “caer 1, 0 2, 0 6" y “caer 3, 0o 4, 0 5" son eventos mutuamente
exc luyentes v, ademas, eventos
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IV. Susana lanza una moneda y anota “A” si sale daguida, o “5” s1 sale sol; enseguida
| lanza un dado y anota junto a la letra el nimero que sale. Asi, sus anotaciones
ﬁ pueden ser A3 si la moneda salié deuda v el dado 3; o 55 si la moneda salio sol v
el dado salio
a) <Cuéantos resultados posibles puede anotar Susana?
b)Haz una lista con todos los resultados posibles. A1, A2,

) Sefiala con Si o con No si los siguientes resultados pertenecen ono a la lista de
eventos posibles:

56 A4 5A 14 65
16 A8 T4 A1 Ab

dj A cualquier evento que no puede ocurrir se le llama evento imposible. El
evento imposible tiene una probabilidad de ocurrir.

e) Al evento complementario del evento imposible se le llama evento seguro v
tiene una probabilidad de ocurrir. El evento seguro

siempre contiene todos los eventos posibles.

fi Una vez que Susana lanza la moneda y anota el resultado, dnfluve éste en lo
que resulte al lanzar el dado?
ZPor qué?

Discutan los conceptos de evento seguro y evento imposible. Formulen una
conclusion y compérenla con la de otros companeros, v si hay diferencias
importantes, muésirenlas a su profesor.




Los eventos se pueden catalogar (2)

Probabilidad de eventos complementarios, excluyentes, imposibles y seguros

i1

Lanza un dado de seis caras, numeradas del 1 al 6. Si el dado esta bien fabricado,
se espera que todas sus caras tengan la misma probabilidad de salic Considera el
evento de lanzar un dado y ver la cara que queda hacia arriba.

&.Cual evento tiene mayor probabilidad?

a) “Salir el 6" o “salir el 3.

b) “Salir un niimero par” o “salir un niimero impar”.

c) “Salir el 2" o “salir el 7. (iSL, el 71).

d) “Salir el 4" o “salir un numero par”.

e} “Salir un nimero par” o “salir 2, 3 04",

f) “Salir un nimero mayor que 3" o “salir 20 5".

£} “Salir un niimero par mayor que 3" o “salir 2, 3 o 4",

Enlaactividad antenor, comprobaron que algunos eventos pueden descomponerse
en otros mas simples, por ejemplo, “salir un niimero par” se cumple sisale 2, 4 o
6; andlogamente, “salir un niimero par mayor que 3" se cumple si sale un niimero
par v si ese par es mayor que tres, es decir, se cumple si sale 4 0 6.

Sabemos que, enel caso de un dado chbico, son seis los eventos que no se pueden
descomponer en dos o mas eventos. A éstos les llamamos eventos elementales.

~ .
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a) En el caso de lanzar una moneda hay eventos elementales, dcudles son?

b) Cuando lanzamos dos monedas, por ejemplo una de §2 v otra de §10, hay

cuatro eventos elementales, {cudles son?

¢ ¢El evento “la moneda de $2 sale dguile v la moneda de $10 sale sol” es el

mismo que “la moneda de 2 sale sof v la moneda de $10 sale dguila”?
dj Al lanzar dos dados, uno verde y ofro rojo, dcudntos eventos elementales hay?
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e} Al lanzar esos dos dados, el evento “la suma de las caras es cuatro” puede
ocurrir con cualesquiera de los eventos elementales, que son: “el
dado verde sale 1 y el rojo sale 3", “el dado verde sale vy el rojo sale

" v “el dado i

fj Cuando los eventos elementales tienen la misma probabilidad de ocurrir, para
calcular la probabilidad de un evento cualquiera basta sumar la cantidad de
eventos elementales que son favorables para que ocurra, y dividir este valor
entre el total de eventos elementales. Asi, al lanzar dos dados, la probabilidad
del evento “la suma de las caras es cuatro” la podemos calcular dividiendo la
cantidad de eventos elementales a favor entre el total de eventos

, que al simplificar da -1 = 0.0833.

£) Al lanzar dos dados, la probabilidad del evento “la suma de sus caras es siete”
puede calcularse dividiendo emtre 36. JCuantos de los eventos
elementales no estan a favor de que la suma de las caras sea 77

hj Al lanzar dos dados sucede uno de los siguientes hechos: “la suma de sus caras
es 7" o “la suma de sus caras no es 7", amhos son eventos complementarios,
por tanto, €l evento “la suma de sus caras es 7 0 no €5 77 es el evento seguro, el
cual tiene probabilidad 1. dCuanto deben sumar la probahilidad de un evento
y la probabilidad del evento complementario?

i) <Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos dados la suma de sus caras sea 77

36,
ZCudl es el evento complementario?
ZCudl es la probabilidad de este evento complementario?

elementales

La probabilidad del evento complementario también puede calcularse restando
a 1 la probabilidad del evento. Verifiquenlo con este caso.




Eventos independientes

Calculo de |s probebilidad de los eventos independientes

Doz de las tres podbilidades distintas para

dos aoles™

*Caer un dguda ¥

i

Al lanzar tres monedas, cada una de ellas puede caer dguia o sol. Por ejemplo,

si las dos primeras caen sol v la tercera moneda cae dgufa, esto lo podremos

representar como 54, que es diferente si escribimos $AS, pues aqui se indica que

es la segunda moneda la que cae dguifa.

a) ¢Cuantos resultados posibles puede haber? .
Representa cada uno con tres letras, tal como se indico.

bjSi la primera moneda cae dguila, dinfluye en lo que cae la
segunda?

¢} Y si la primera moneda cae sof, Zinfluye para lo que caerd la
segunda?

d) £Los resultados de las dos primeras monedas influyen en lo
que caerd la tercera moneda?

Cuando un evento no influye sobre otro, reciben el nombre

de eventos independientes, v en caso contrano, se les llama

eventos dependientes.

Al lanzar tres monedas se tienen las siguientes ocho posibilidades: 444, AAS, ASA,

SAA, 554, SAS, A5S, 555, Cada una de ellas es un evento elemental.

a) £Cual es la probabilidad de que al lanzar tres monedas, se obtenga el resultado
AAS?

b} ¢Cual es la probabilidad de que la primera moneda caiga dguila?
ZCual es la probabilidad de que la segunda moneda caiga dguida? .
ZCudl es la probabilidad de que la tercera moneda caiga sof? . Cada
uno de estos eventos es independiente de los otros, v si los tres eventos se
cumplen de manera simultinea, se tendra el evento AAS,

¢ La probabilidad simultanea de eventos independientes se puede obtener
mediante el producto de las probabilidades de los eventos en cuestin.
Verificalo con los resultados de los incisos anteriores.

Cuando resolviste la primera pregunta del inciso b} de la actividad anternor,
seguramente utilizaste un razonamiento similar a alguno de los siguientes:
Primero: “Hay cuatro posibilidades donde la primera moneda cae dguila: {A4A4,
AAS, ASA, ASST v el total de posibilidades son 8, por lo tanto, la probabilidad
buscada es 4/8 = 1/2".

Segundo: “La primera moneda sélo puede caer dguile o sol, por tanto la
probabilidad buscada es 1/2".

aj ¢Cual de los dos razonamientos es comrecto? ZPor qué?

b) Si piensas que €l otro razonamiento no es correcto, sehala por qué no lo es.

Iv.

A

A

VL

Para contestar las siguientes preguntas, consideren todos los eventos elementales
que se tienen al lanzar tres monedas.

a) <Cual e5 la probabilidad de que exactamente una moneda caiga sol?

b) £Cual &5 la probabilidad de que al menos una moneda caiga sol?

¢} <Cudl es la probabilidad de que a lo més una moneda caiga sof?

Consideren todos los eventos posibles de las caras, numeradas del 1 al 6, que
muestran tres dados comunes al ser lanzados. Dichas posibilidades son los
eventos elementales.

a) <Cuantos eventos elementales se tienen?

b) Para calcular cuantos eventos elementales muestran un 4 en el primer dado ¥
ningiin 4 en los otros dos, debemos considerar que el primer dado muestra un
4, es decir, sdlo hay una posibilidad; que el segundo dado muestre un nimero
que no sea 4, es decir hay cinco posibilidades; que el tercer dado muestre un
nimero que no sea 4, también hay cinco posibilidades. En total hay
eventos elementales con esta caracteristica.

¢) <Cudntos eventos muestran un 4 en el segundo dado ¥ no muestran un cuatro
en los otros dos dados?

d} /Cuantos eventos muestran solamente un 4, no importa en qué dado sea?

€) ZCudntos eventos muestran exactamente dos dados con el nimero 47

fj <Cudntos eventos muestran los tres dados con el nimero 47

#) JCudntos eventos muestran al menos un niimero 47

h) Qué es mas probable al lanzar tres dados, dque salga al menos un cuatio o que

no salga ningiin cuatro? Den la probabilidad de cada caso.
@ e @ e o @ o @
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Dos delas 75 posibilidades de mostrar un solo 4 4 Hrar tres dad os comunes

A v B son dos puntos que estdn separados a cuatro metros de distancia. Juan

inicialmente esta parado en la mitad del camino entre A v B v lanza una moneda;

s1 la moneda cae gguia, Juan se desplaza un metro hacia A, pero si cae sol, €l se

desplaza un metro en direccién hacia B. Después del primer desplazamiento,

Juan vuelve a lanzar la moneda y camina un metro en la direccidn que le indique

la moneda, segiin lo establecido.

a) <Cual es la probabilidad de que después de dos lanzamientos, Juan se encuentre
en la posicion inicial?

b) <Cual es la probabilidad de que después de dos lanzamientos, Juan se encuentre
en el punto A?

) <Cual es la probabilidad de que después de dos lanzamientos, Juan se encuentre
en el punto 57

d) £Cudl es la probabilidad de que después de un lanzamiento, Juan se encuentre
en la posicién inicial?
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Las encuestas

Poblacion y muestra

I. En 2012, el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) dio a conocer su

publicacién Estadisticas, a propdsito del dia mundial de Internet en la cual, entre

Y g
A muchos datos, dice que “En abril de 2012, el 40 por ciento de la poblacién de

México, de seis anos de edad o mas, se declard usunaria de Internet”. También
contiene la siguiente gréfica

Usuarios de Internet por grupos de edad 2012

aall
11% 123817

Entre otras preguntas v comentarios de algunos lectores de esta informacion

estan:

* (COmo saben eso sobre todos los mexicanos? A mi no me preguntaron. (Luld,
una alumna del 2°4).

* EIINEGI dice que €l 40% de la poblacién, es decir, para todo el pais, dcual sera
el porcentaje de los alumnos de la escuela? No creo que sea el mismo. (El
profesor de Luld).

* /En 2014, de los usuarios de Internet, habrd mas de 5% que sean mavores de
54 anos? (La abuelita de Luli).

Comenten las anteriores preguntas y respondan lo siguiente.
a) Sabemos que no les preguntaron a todos {es el caso de Lulii), entonces dqué
tan cierta sera la informacion?

b) Supongamos que la informacion es veridica, Zeso significa que 40% de los nifos
de cada escuela primaria y secundaria del pais, es usuario de Internet?

c} La informacion de un momento determinado, ¢ puede cambiar con el tiempo?
En este caso, £cudl serd la respuesta més creible para contestatle a la abuelita
de Lula? Den argumentos que la apoven

Para saber las preferencias entre un grupo de personas, a veces basta conocer
las que tiene una parte del grupo en lugar de encuestar a todos los miembros.
Ello es muy conveniente si €l grupo que se quiere estudiar €5 muy numeroso, o
s1 €l estudio causa la inhabilitacion del grupo, por ejemplo, los cenllos que se
fabricaron en una jornada de trabajo, <sirven todos?

II. Con la finalidad de entender por qué para estudiar un grupo grande, llamado
7 ‘ poblacién, basta estudiar un grupo pequeiio, llamado muestra, piensen en el
A siguiente experimento.
1) Tienen un barril lleno de canicas, seguramente hay miles, de las coales unas
son azules y otras son verdes.
2) Meten la mano en el barril v sacan al azar algunas canicas;
3) Cuentan cudntas canicas hay de cada color en la muestra que tomaron.

<Qué esperan que pueda ocurrir con las proporciones de canicas azules y verdes
que sacaron, respecto a las proporciones de las del barril, si:

a) las canicas estan bien mezcladas?

b) las canicas no estin mezcladas?

No estin mezdadas Estn bien mezdadas

¢} Para extraer una muestra, digamos de 20 canicas, que fuera representativa de
las proporciones de canicas azules vy verdes que tiene el barril, Zes necesario
mezclarlas bien antes de sacarlas? ZPor qué?

dj AJosé se le ocurrié medir la altura del barril {era de 80 em), y extrajo una canica
a cada 4 em de profundidad. ¢La proporcién de canicas azules v verdes de su
muestra serd mas representativa de la proporcién que si s6lo hubiera tomado
20 canicas de la superficie? ZPor qué?

€] Cabe aclarar que, en este caso, la poblacién la conforman todas
del barril v 1a muestra la conforman las 20 que extrajimos de la
poblacién de
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Extraccién de una muestra

Muestra representativa, tamano de muestra y muestreo aleatorio

Supongamos que queremos saber la opinion de los mexicanos sobre algin asunto.
Por lo general, hay dos maneras de saberlo:

1) Preguntar a una muestra de personas de la poblacién.
2) Preguntar a tadas las personas de la poblacion.

En el primer caso el método se denomina muestreo, en el segundo caso se llama
CENso.

A

La informacién que se quiere obtener también puede referirse a objetos, no sélo
a personas. Por ejemplo, de la cosecha de mazorcas que cosecha un agricultor, las
cuales son varios miles, éste quiere saber qué largo tienen en promedio.

En los siguientes espacios, coloquen la palabra poblacion o muestra, segin se

trate.

a) El conjunto de todas las mazorcas es la . §i el agricultor
mide ¢l largo de todas v cada una de sus mazorcas, estara haciendo un censo y
de alli obtendra el promedio.

b) También puede sacar una
v calcular con ello el promedio.

c) Es de esperarse que el promedio del largo de las mazorcas de la :
que es lo que el agricultor queria saber, sea muy parecido al promedio del largo
de las mazorcas de la

de las mazorcas, medir su largo

En los siguientes casos, senalen si los datos se obtienen de un censo o de una
| Encuesta por muestreo,
| 4) Registro de escuelas que hay en México.

b) Audiencia de un programa de television.

¢} Electores con credencial para votar.

d) Duracién promedio, o vida atl, de un foco ahorrador.

e) Niflos vacunados en las escuelas.

ITI. A la cantidad de elementos que contiene una muestra se le llama tamano de

muesira.

) En la actividad I, si el agricultor toma una muestra de tamano 100, <tendrd
mayor 0 menor aproximacion que si toma una muestra de tamaiio 4007
Justifiquen su respuesta.

b} En un municipio que tiene 8 443 habitantes, hay 6 013 electores, es decir,
personas que pueden votar. Se seleccionan 500 electores para ver a qué partido
politico favorece la tendencia del voto. Entonces, la poblacion a investigar es
de personas y el tamano de la muestra es de

) ZEn cudles de los siguientes casos la seleccion aleatoria de la muestra es
representativa de la poblacion a investigar? Justifiquen su respuesta,

Personas.

* Seseleccionaron al azar 500 personas que estaban en las oficinas de un partido
politico v si tenian credencial de elector se le preguntaba por cudl partido
votarian.

es representativa porque

* Se seleccionaron al azar 500 personas que salieron el domingo del templo v se
les preguntaba por cudl partido votarian.

es representativa porque

* Se marco un teléfono de cada columna del directorio telefénico, hasta com-
pletar 500, v a la persona que contestd se le preguntaba si tenia credencial de
elector; en caso afirmativo se le preguntaba por cudl partido votaria.

€5 representativa porgue

Para tomar una muestra representativa, no se requiere mezclar todos los objetos
de la poblacion a investigar. Basta tomar la muestra de manera aleatoria, es decir
al azar. A esto se le llama muestreo simple.

Cuando se quiere tomar una muestra, es muy comodo tener a la mano una lista
de la poblacion. Por ejemplo, si la poblacion consta de los alumnos del salén,
tomamos la lista y numeramos cada uno de los nombres.

a) Si la lista consta de 30 alumnos y queremos encuestar a cinco, significa que
encuestaremos a uno de cada alumnos.

b) Por tanto, un buen método para seleccionarlos serd tomar los primeros 6
nombresde lalista, numerarlos del 1 al6, lanzar un dado de seis caras y encuestar
al alumno que corresponde al niimero que senald el dado. El procedimiento
se repite hasta que se acabe la lista. ZCudntos alumnos se encuestan con
este procedimiento? ¢Todos tienen la misma probabilidad de ser
seleccionados? . Con este método, dpueden ser encuestados los dos
alumnos que tienen niimero de lista 6 y 77
lista5 v 67

¢) Otro método puede ser el de escribir cada uno de los 30 nimeros en un
papel, meter todos los papeles en una caja, extraer cinco papeles al azar y
encuestar a los alumnos que tengan los nimeros de lista que marcan los pa-
peles seleccionados. <Todos los alumnos tienen la misma probabilidad de ser
seleccionados? Si empleamos este método, {pueden ser encuestados
los alumnos que tienen numero de lista 6 v 77 . &Y los que tienen nu-
mero de lista5 v 67

d) Paco consiguid un dado con 30 caras, numeradas del 1 al 30, v lo lanzé cinco
veces. Anoto los niimeros y encuesto a los alumnos a quienes correspondian
esos niimeros de lista. (Funcionara este método igual que el del inciso antenor?

cPor qué?

. £Y los que tienen nimero de

|
|
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Estimacidn de totales y de porcentajes en una poblacién

Generacion de numeros zleatorios para seleccdonar una muestra

Hay varias formas de extraer una muestra aleatoria. $ise puede numerar a la poblacién,
el problema se reduce a obtener una lista aleatoria de esos numeros.

La manera méas simple para hacerlo es utilizar un generador de nameros aleatonos.
Bonito nombre... Sin embargo, cuando se sacan los papeles de una urna en una rifa,
se usa un generador de niimeros aleatorios; al generador lo forman la caja con los
boletos de la rifa v la mano que los extrae. Otra manera es usar dados, pues ademas
del cubo hay de muchos tipos, y son generadores de niimeros aleatorios.

Por ejemplo, para sacar aleatoriamente un nimero del 1 al 1 000 se toma un dado de
diez caras, numeradas con los digitos 0,1, 2,3, 4, 5,6, 7, 3 v 9 v se lanza tres veces. Si
salieron los niimeros 3, & v 5 el nimero generado aleatoriamente es el 385; si salieron
0, 7 y 1, el nimero aleatorio comrespondiente es el 71; al 1000 le corresponden los
nimeros 0, 0y 0.0tro método es hacer un icosaedro, que es un poliedro de 20 caras, y
numerar una cara y su opuesta con el mismo digito. En la pigina 250 estd el desarrollo
de tal icosaedro.

También se usan las tablas de nimeros aleatorios, que consisten en nimeros de
varios digitos colocados aleatoriamente. Ademads, se decide arbitrariamente de qué
renglon v columna se toman los mimeros. Algunas calculadoras cientificas tienen
la tecla Rad (abreviatura de Random, que significa aleatorio) y su funcion es dar un
namero aleatorio. Sin embargo, lo que ha venido a revolucionar el proceso es el
uso de la computadora. En los paquetes de computacién, viene la llamada hoja de
calculo, la cual trae una gran cantidad de funciones, entre ellas la generacion de
mimeros aleatorios. En particular, si se escribe en una celda de la hoja de calculo
la instrucciébn =ENTERO(ALEATORIO(#*30+1), al oprimir la tecla Enter la mdquina
escribe un niimero entero aleatorio del 1 al 30, iigual que si hubieses lanzado un
dado de 30 caras!

Por otra parte, no siempre se puede numerar a los elementos de la poblacién, en
ocasiones ni siquiera se sabe cudl es el tamafio de la poblacion y, sin embargo, las

muestras sirven para calcular su valor aproximado.

1. Tofio tiene una bolsa con muchas canicas blancas v quiere saber cudntas son. Se

ﬂ le ocurre extraer 10 canicas y ponerles una marca roja. Las regresa a la bolsa y las

revuelve para que se distribuyan uniformemente.

a) Supongamos que al total de canicas en la bolsa lo representamos con la letran.
ZComo representamos a la cantidad de canicas que no estan marcadas?

bj Ahora, Tofio extrae una muestra de tamaho 40 v ve que 2 canicas estan
marcadas. (Qué porcentaje de canicas esta marcado?

¢} Recordemos que tenemos 10 canicas marcadas de un total de nt canicas. i el
porcentaje que calculado corresponde a 10 canicas, Jcudnto vale a7

Asi, sin mayor esfuerzo, hemos podido estimar la cantidad total de canicas
mediante la probabilidad. Exactamente de esta manera los bidlogos pueden
estimar la cantidad de peces que hav en un lago: extraen una cierta cantidad,
los marcan y los regresan al lago; dejan que pase por un tiempo para que se
revuelvan con los demas; vuelven a extraer una determinada cantidad y cuentan
los que estdn marcados. Lo que sigue es hacer una regla de tres en el papel.
ilngenioso!, dverdad? $6lo deben tener cuidado de no lastimar a los peces al
separarlos, marcarlos v regresarlos al lago.

ZCudl es el porcentaje en el que se usa cada una de las 27 letras del alfabeto en
¢l idioma espanol? Se puede saber tomando un libro como muestra y contando
cudntas veces aparece cada letra. Con esos datos, se calculan los respectivos
porcentajes. iSon muchas letras las que habria que contar! Pero eso también
puede hacerlo la computadora.

Para la siguiente actividad conviene trabajar en equipos, disponer de una compu-
tadora que tenga procesador de texto v un archivo que tenga un escrito de maés
de 10 paginas.

Buscar y reemplazar x|
3 B Bemsige | pe |

Con el procesador de textos abran el archivo con el FEt el =3
escrito del que van a contar sus letras. En el meni

. . g 3 rormige o o =]
Edicion, seleccionen la opcion Reemplazar v pidan que
busque a y la reemplace con a. pnss | roenpign | Weowtui s | [ wpmnts | oo |
Ahora seleccionen Reemplazar todos. La computadora se __ x|
pone a trabajar v al final entrega el reporte sefalando =
cuantas letras a, sin acento, reemplazé. El documento ‘]-?) i H it s

quedd igual. £Por qué? [ acemtar ]

Ayda

|

Hagan lo mismo para d, v contara las letras a que estan acentuadas. Al sumar
ambos valores, anoten las veces que se uso la letra a.

Contintien haciendo lo mismo para cada letra del alfabeto, considerando las

vocales acentuadas {cuidado con la u, pues en espanol a veces lleva diéresis: i).

Por tilimo, obtengan los porcentajes y habran tenido una buena aproximacion

del porcentaje en que se emplea cada letra.

a) El valor asi obtenido para las letras se obtuvo de una
sera la poblacion?

b} Comparen sus porcentajes con los de otros equipos. <5on 1guales para todas las
letras? En caso de haber diferencias, como las explican?

. &Cudl

¢} Hagan una grafica de barras donde se observen los porcentajes que obtuvieron.




Evaluacion tipo Enlace

El largo de un rectdngulo es 5 m mayor que su ancho y su drea es de 126 m®. 5i
representamos con x al ancho del rectangulo, Zcudl es la ecuacién que permite
calcular la medida de sus lados?
A xe2—2x-126=0

o) ¥+ Zx +126 = 0

b+ 2x—126 = 0
d¥ -2+ 126=0

$i un terreno rectangular tiene un area de 180 m® y perimetro igual a 54 m, la
ecuacion que permite calcular la medida de sus lados es:

a)xx +54)-180=0 byxx—27)+ 180=0

o) %27 -x)-180=10 djxx+54)+ 180=0

La ecuacidn cuadrdtica cuyas soluciones son 2 y -2 es una de las siguientes:

a2 +4=0 b) 752 —28 = 0 Q4 —14=0 d)2¢ +28=0

Senala la expresion VERDADERA.

a) Dos tridngulos son congruentes si dos de sus lados son iguales

b) Dos tridngulos son semejantes sitienen dos de sus dngulos iguales
¢) Dos tridngulos son congruentes si tienen todos sus angulos iguales
dj Dos tnangulos son semejantes si dos de sus lados son iguales

Senala la opcion FALSA.

En todo rectingulo:

a) Hay solo dos ejes de simetria
¢} Sus diagonales son iguales

b) Sus lados opuestos son iguales
d) Sus diagonales son perpendiculares

Una fotografia de 4 cm = 6 cm se va a amplificar de manera que el largo mida
10 cm. £Cudnto medird su ancho?
a) 6.67 cm b) 15 cm

c) 12.15 c¢m dj & cm

£Cual es la razon de semejanza entre el cuadrilatero ABCD v el cuadrilatero A'B°'CD'?

-5 LT T 1T [a

8.

9.

10.

<Cudl de las siguientes gréficas representa una proporcionalidad directa entre las
dos variables x v ¥7

b) | w8

L gt
C} }'é E | d} Fa!
H- 3T
27 2
El ol i

—4-—3—:"—:[{ 1% ¥ 4% —4—3—2—1] 1 2 3 4 x
2 -
-3 -3
Y S —&

Al lanzar dos dados comunes, con sus caras numeradas del 1 al 6, NO son
excluyentes el evento “Las dos caras muestran un atirmere par” v el evento

a} Al menos un dado cae 1

bj La suma de las caras es 7

¢} El producto de las caras es menor que 4

d) La diferencia de las caras es 1

Se quiere saber qué porcentaje de la poblacion con edad de 12 anos o menos, atin
no ha sido vacunada en una localidad de 25000 habitantes, donde la cuarta parte
de ellos tienen 12 afios o menos. Para ello se disefia una muestra que encuestaraa
10% de los nifios de las edades yva mencionadas. Entonces, la cantidad de personas
de la poblacion a investigar y del tamano de la muestra, respectivamente, es de:
a) 25000 y 2500 b) 25000 v 6 250

€ 6250y 625 d) 625y 10




Evaluacion tipo PISA

Aspectos de la poblacién de México §

=
En el Censo de 2010, se sondearon varos aspectos: Educacion y cultura; Poblacion; 4. Para cada una de las siguientes afirmaciones senala con v sies correcta y con
Salud; Viviendas y urbanizacién. En cuanto a la poblacién, se presentan en la siguiente x, sino lo es.

tabla algunos datos proporcionados por el INEGI.
a) El tamaiio promedio de los hogares se obtiene dividiendo la poblacion total

entre el nimero de hogares. L]
Estadistica Estados Unidos Mexicanos b)En México todos los hogares estin conformados por cuatro personas,
| aproximadamente.
Poblacidn P L]
Poblacion total 112 336538 ¢} Si en 2010 se seleccionara al azar un hogar mexicano, la probabilidad de que
Poblacitn total hombres 548557231 €l jefe de familia fuera hombre seria de % = 0.7544 |
Poblacion total mujeres 57481307 " " . 3 y =
d) 5i se mantuviera la misma proporcién de hombres y mujeres, la probabilidad
Relacion {porcentual} hombres-mujeres 95.4 de que al seleccionar una persona al azar sea mujer es de 0.5117 =]
Hogares 28159373
5 5. A continuacion, construye una grafica con los datos de la Poblacién total v los
HuirIes oNl o hamie b porcentajes que calculaste en la pregunta 1. Puede ser una gréfica de barras o
Hogares con jefe mujer 6916206 una circular.
Tamanio promedio de los hogares 3.9 b

1. £Qué porcentaje de la poblacién era de sexo femenine? . T
ZQué porcentaje de hombres habia en 20107 =
2. (Cuoal es la operacion correcta que debe realizarse para obtener la proporcion 55 O I
porcentual hombres-mujeres que se estipula en el cuarto renglén de datos? 2 53 I O O 3 O 5 S - =
548551231 b 54855231 57 481 307 1 o M 2 6
4112336538 ) 57481307 ) “54855 231 5 I

3. Calcula ahora cudl es la proporcion de hogares cuyo jefe de familia es hombre
respecto de los que el jefe de familia es mujer.




Metomorfosis if es uno de los dibujos de Maurits Comelius Escher (Holanda, 1898-1972) que causan mayor fascinadadn. I 5

En varios de sus dibujos v grabados, Escher parte de formas estrictamente geométricas, como cuadrados y hexdgonos, | » *L@Q u | :4 | l I
para convertidas gradualmente en figuras que reconocemos enseguida, como hombres, plantas, animales y edificios, I

generalmente recubriendo la totalidad del plano, sin huecos ni traslapes, hasta completar el dclo, como en este fragmento,

donde el estado final desembocea en el estada inidial. Escher aplica transformaciones geométricas coma traslaciones,
reflexiones y rotaciones a figuras regulares en el plang, a las que va deformando en figuras no congruentes entre si.

Uso de ecuaciones cuadraticas para

modelar situaciones y resolverlas usando la

factorizacion.

» Analisis de las propiedades de |2 rotacion y
de la traslacion de figuras.

= Construccion de disenos que combinan

la simetriz axial y central, la rotadon y la

traslacion de figuras.

Andlisis de las relaciones entre |as dreas de

los cuadrados que se construyen sobre los

lados de un trigngulo rectangulo.

Explicitacion y uso del teorema de Pitagoras.

Cdlcule de |2 probabilidad de ocurrencia de
dos eventos mutuamente excluyentesy de
eventos complementarios (regla de la suma).

Aprendiz ajes esperados:

= Explicar el tipo de transformacion (reflexion,
rotacion o traslacion) que se aplica 2 una figura ) Competencias que se {avorecen:
para obtener la figura transformada. [dentificar @ ¢ Resolver problemas de manera auténoma.
las propiedades que se conservan. Y + Comunicar informacién matematica.
Resolver problemas que implican el use del + Validar procedimientos y resultados.

teorema de Pitagoras. * Manejar técnicas eficientemente.




Traducir al algebra y factorizar

Tecnicas para resolver ecuaciones cuadraticas

Organizados en equipo, analicen y resuelvan el siguiente problema.

EIl.

11.

Aunos granjeros se les entregan 62 m de malla para cercar un terreno rectangular

| en el que deben construir su casa. £Cuales son las medidas de largo y ancho que

les proporciona el drea mds grande?

Una manera de resolver este problema es construir una tabla en la que se anoten
distintos valores para el ancho v el largo del rectdngulo v, en cada caso, calcular
con tales valores el drea resultante. Si el perfmetro mide 62 m, <cudl es la suma
del largo mas el ancho del rectangulo?

En su cuademo, construyan una tabla como la siguiente.

Ancho Largo Area

a) <Cudntas combinaciones con nimeros enteros encontraron?

bj <Cuél combinacién produjo €l drea mas grande?
A= . L=

c) Comparen sus respuestas con las de otros equipos. 51 hay diferencias, expongan
el procedimiento que emplearon y analicen cudl es el correcto.

51 se representa el ancho del rectangulo con x, una de las siguientes ecuaciones
describe la relacion entre los lados del terreno que hacen el perimetro de 62 m y
la mavyor drea posible. Marquenla con /
ajx* + 3lx+ 240 =0
ox—-3lx+ 240=0

b)x* —31x— 240 = 0
d) x2+ 31x—240 = 0

Comparen su respuesta con las de otros equipos, expliquen por escrito el
razonamiento gue hicieron v los pasos que siguieron. Al final, con ayuda de su
profesor, expénganlo a todo el grupo.

O

La ecuacion resultante de la actividad anterior es una ecuacion de segundo grado,
o cuadrética, en su forma general:

ax* +bx +e=10
enlaquea = 1ybycnosoncero.

Supongan ahora que un terreno rectangular tiene perimetro de 34 m v su drea
mide 72 m*. Representen con x el ancho v escriban los pasos necesarios para

llegar a la ecuacion comrespondiente. ACuanto mide de largo?

La ecuacion obtenida debe ser una de las siguientes. Marquenla con -\/ ;
Ay +17x+72=0 by -17x—72=10
¥+ 17x-72=0 d) x>~ 17x2+72=10

Las dimensiones del terreno son:

Ancho = m, largo = m.

Comparen sus respuestas con las de otros equipos v los pasos que siguieron
para llegar a la ecuacién. Si hay diferencias, con la coordinacion de su profesor,
discutanlas para que aclaren las dudas v cornjan errores.

Habiendo llegado a este punto, si se tienen los datos del perimetro vy el drea de un
rectangulo cualquiera, no debe haber dificultad para encontrar la ecuacion v las
longitudes de sus lados. La sigmente actividad plantea un problema mas general,

Un procedimiento para resolver una ecuacion cuadratica de la forma
# + bx + ¢ = Oes el conocido como factorizacién. Por ejemplo, la ecuacion
©-B8x+12=0
se puede re-escribir como el producto de dos binomios cuyo primer término es x
y el segundo es5 un niimero:
(x+ m)x+na)=0
y al multiplicar esos factores se tiene:

re-ordenando v agrupando:

¥4 (m+apx+mr=10
asi que m v i deben ser dos niimeros tales quem + n = ymn =
En palabras, el problema se reduce a encontrar dos niimeros cuya

sea —8 y cuyo seal2.

Tenemos entonces que, en este caso: m = —6 y a= -1

En su cuaderno, sustituvan estos valores en (x + mjx + ) = 0y hagan las
operaciones hasta llegar a la ecuacion inicial, ¥* — 8¢ + 12 = 0. Comparen
sus operaciones con las de otros companeros y corrijan los posibles errores.




La factorizacién, paso a paso

Ventajas de la factorizacion

Cuando se tiene una ecnacion de segundo grado como
2 +5+6=0

en su expresion factonzada
x+ 3+ 2)=0

las soluciones de la ecuacion se tienen a la vista, gracias a un razonamiento muy
sencillo:

5i el producto de dos factores es igual a cero, entonces factores son

, 0 al menos de los factores es

.Qué valor de x hace que el primer factor sea cero?

£Qué valor de x hace que el segundo factor sea cero?
Asi que los valores de x que hacen cierta a la ecuacién factorizada v, por lo tanto,
son soluciones de la ecuacidn inicial son:

xl‘: y xzﬁ

Sustituyan estos valores en la ecuacion inicial, #* + 5x + 6 = 0, para comprobar
que la hacen verdadera.

Factoricen las signientes ecuaciones en su cuaderno, aplicando la técnica de suma
y producto de la leccion 4 (actividad IV,
-8 +15=0 b2 +2x-3=0

g +7x+6=0 d)Z-10x+21=0

&) ¥ —5x—36=0 ¥+ 13x+40=0

2jx—-Tx—-30=10 hjx*-12x+ 32=10

¥ +x-56=0 ¥+ 95x-500=0

Una vez factorizada cada ecuacién, tomen los valores de x que hacen cero
los factores y sustitiiyanlos en la ecuacion original, para comprobar que son
soluciones de dicha ecuacién.

Comparen sus respuestas con las de sus companeros v si hay diferencias,
discitanlas hasta que todos estén de acuerdo.

I1.

O

Después de haber hecho todos los ejercicios de la actividad anterior, organicen
con otro equipo una competencia de resolucién de diez ecuaciones de segundo
grado, inventandolas la partir de sus soliciones!

Por ejemplo, si quieren que las soluciones de una ecuacion sean 4y 9, escriban
(x—4)x—-9)=0
hagan las operaciones

v en la hoja que entregardn al otro equipo escriban sélo la ecuacién final
¥ -13x+36=0

Siquieren que ambas soluciones sean negativas, como —7 y—2, empiecen con
x+ Tx+2)=0

y, por supuesto, también podrdn combinar una solucién positiva v otra negativa,

en cualquier orden.

Al terminar de plantear sus diez ecuaciones, intercambien su hoja con la del otro
equipo v cuando ambos las hayan resuelto, recuperen su hoja v comprmeben que
el otro equipo las factorizo correctamente.

Las ecuaciones en general y las cuadraticas en particular, pueden adoptar formas
o expresiones diferentes, por ejemplo:

A0=x—3x—10 b) 2 + x = 42
¢ -28-3x+x =0 d)12-x =2
e -3x=10 HO=>5x—»

En cualquier caso, tales ecuaciones pueden ser llevadas a la forma va conocida de
ax’ + bx + ¢ = 0, con a = 1,y aplicar la factorizacion.

Resuelvan las ecuaciones anteriores v comparen los resultados con los de otros
companeros, especialmente los de las dos altimas.

También puede suceder que algunas ecuaciones tengan el coeficiente de »*
distinto de 1, v ademds que estén escritas en desorden, por ejemplo:

B 3% + 182+ 24=10 h) 22 -6x-108 =0
)20+ 42 +16=0 j) 8% = 8x + 16

Para resolver estas ecuaciones, dividan todos los términos entre el coeficiente
de »*, ordénenlos vy continlen con la factorizacién. Comparen sus resultados

con los de otros compaiieros v hagan los cambios necesarios para que todos
coincidan en lo correcto.




La factorizacién aplicada

Resolucion de problemas con factorizacion

En esta leccion se incluyen algunos problemas o situaciones cuyo planteamiento y
resolucion requiere una ecuacion de segundo grado, a fin de que apliques las técnicas
aprendidas en las lecciones anteriores. Se bosqueja un procedimiento fragmentado
de su resolucion, aunque es muy recomendable resolverlos primero en tu cuaderno y

Bosquejar.

Disponer o trabgjar

cuslquier abra, pere SOl al final regresar aqui para llenar los espacios vacios.

sin concludria.

I. César es 3 anos mayor que Daniel v la suma de los cuadrados de sus edades es
ﬂ ‘ 117. éCudntos afos tiene Daniel y cudntos tiene César?

Si x representa la edad de César, entonces es la edad de Daniel.
Los cuadrados de las edades deben sumar , asi que:

24(___F-

e + -
agrupando términos semejantes e igualando a cero:

2 = - - =0

2 - - =0
dividiendo entre 2:

e — e =D
factorizando:

(x— Jx + y=1

por lo tanto, la edad de César es:
x - —
y la de Daniel es:

y al elevarlas al cuadrado y sumarlas, tenemos:
+ = 117.

51 se toma el valor de x con base en el segundo factor, las edades resultan
, lo cual no tiene sentido. 5in embargo, al elevarlas al cuadrado v
sumarlas, se tiene:
+ =
lo cual también cumple con las condiciones del problema.

II. Comenten en el grupo lo siguiente:

Ll

o

Una ecuacion de segundo grado tiene dos soluciones. En ocasiones una de sus
soluciones carece de sentido en el contexto del problema, v por lo tanto debe
desecharse.

I11. La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos es 113, Cudles

A

50N es0s mimeros?

Sea x el menor de los dos nimeros. Entonces,
£+ P=
2+ 84 + =

agrupando términos semejantes e igualando a cero:

2+ + - =0
22 + - =0
dividiendo entre 2:
O - =0
finalmente:
(- o + )=0
por lo tanto:
X =

Si se toma la solucion del factor con el término menor, se tiene el menor de los
nimeros buscados, v viceversa.

Un terreno rectangular mide 3 m mas de largo que de ancho y su area es 40 m®.
ZCudles son las dimensiones del terreno?

Designa con x la longitud del ancho del terreno. Entonces el largo es

Y su area es:
)=
haciendo operaciones:
24 =
igualando a cero:
&+ - =0
y factorizando:
(x + Jx — =0

La soluciéon negativa debe desecharse porque la longitud no puede ser negativa,
asi que se toma su inverso. Se tiene entonces que:

Ancho = m
Largo = m

Compara el procedimiento que utilizaste en tu cuaderno con el que se eshoza
aqui, luego llena los espacios vacios y finalmente compara tus respuestas con las
de otos compaiieros. En caso de que haya discrepancias o errores, discitanlos v
corrijan lo necesario hasta que no haya dudas.




Traslacién de figuras

Propiedades de |2 traslacion de figuras

I. Enelvitial de la izquierda, al tridngulo A5 C se le aplico una trasladién y se obtuvo
o | el midngulo ABC.

A , a) COmo son, en dimensiones, los lados correspondientes del
O B L triangulo ABC y del triangulo A'8°C'?
: i b} ¢Como son, en dimensiones, los dngulos correspondientes
. de ambos tridngulos?
B ¢} De acuerdo con las respuestas en a) v b), {como son los
SO W tridngulos ABC y AB'C?
b b d) Comparen sus respuestas con las de otros compafieros.

o

II. Enlafigurade la izquierda, el triangulo PR’ es el resultado de la traslacion del
., | triangulo PQR determinada por el tamano y la direccién de la flecha P.

A | a) Tracen con lineas punteadas los segmentos PP, QQ" y RR'.
- b) Verifiquen que los segmentos PP, QQ' v RR’ miden lo mismo.
< ,// y
@

o} Venfiquen también que los segmentos PP, Q@' v BR’ son
paralelos.

d) Comparen lamedidade laflechaF con la de estos segmentos.
¢Como son?

¢) Conforme a los incisos b), ¢} ¥ d), ¥ con ayuda de su maestro, describan las
caracteristicas de una traslacion.

o
~
"o

p

#

2

~

II1. Usando las caracteristicas descritas en la actividad anterior, enseguida se muestra
3 | como realizar la traslacién de un cuadrilatiero ABCD determinada por la flecha P.
F

V.

Tomando como base los trazos anteriores:

a) Describan en su cuaderno como realizar la traslacion de una figura.

b) Tracen en su cuaderno un tridgngulo escaleno y un cuadrildtero irregular. En
cada caso tracen una flecha del tamano y direccion que decidan y con su juego
de geometria realicen la traslacion correspondiente de cada figura.

Hay propiedades de las figuras geométricas que no cambian al transformarlas
mediante una traslacion. A estas propiedades se les llama invariantes.

ZQué propiedades de las figuras geoméftricas son invariantes cuando las
transformamos mediante una traslacion? Para responder a esta pregunta, realicen
las traslaciones que faltan en las sigmentes figuras.

a) Longitud de segmentos b) Perpendicularidad de rectas

_"‘—--.______ F F
dll IlI I|
bt g §
/ ’_-’?.-iJ ! \
5 o ey T
o S -
¢} Paralelismo de rectas dj Medida y sentido de los angulos ¢} Colinealidad de puntos
_ c
-"H—M\E‘_\\ \\ 'i__. E__ e
: £
1 - ’ \I"\
F;’.,' S F
4

fi Comenten con su companero si la propiedad considerada en cada caso es una
propiedad que se conserva o no se conserva en una traslacion.

#) Unan conuna linea cada palabra de laizquierda con la propiedad que se conserva
0 no se conserva al frazar la imagen de una figura geométrica mediante una
traslacion.

* Longitud de segmentos

* Perpendicularidad de rectas

* Paralelismo de rectas

* Medida de dngulos

Colinealidad de puntos

= Sentido de los angulos
) En resumen, las propiedades invariantes de una traslacién son:

Comparen sus respuestas de todas las actividades de esta leccion con las de otras

necesario.

E | parejas de compafieros. Si hay diferencias, analicen las razones y corrijan, si es




Rotacidn de figuras (1) En el vitral de la derecha, al A ABC se le aplicod una rotacion y se obtuvo el AA'8°C

a) <Cudl fue el centro de rotacién?

b} <Cual fue el dngulo de rotacion? %

¢) Copien este trazo en su cuaderno y marquen otros pares de tnangulos, tales 71 T B
que uno de ellos se transforma en el otro mediante este mismo dngulo. E

d) Compartan sus respuestas con las de otras parejas de compaiieros, den
argumentos para justificarlas y lleguen a un acuerdo entre todo el grupo.

Como trazar la traslacion de figuras I 3

Enelentorno enque vivimos ocurren muchos
movimientos de rotacién, por ejemplo, el
movimiento de rotacion de la Tierra sobre
sueje, el giro de las medas de un coche y el
de las manecillas de un reloj. En la siguiente
ilustracion se muestra cémo se transforma
una figura mediante una rotacion con centro
en un punto 0.

II1. En la ilustracién que sigue, el AAFC es resultado de la rotacién del A ABC. El
‘ centro de rotacién es el punto O v el angulo de rotacion es 40°,
A Para identificar como gird cada vértice del triangulo ABC, los lados del angulo de
rotacion de los vértices correspondientes estin punteados del mismo color.

Vitral.
Arreglo elaborado

¢ con wdrics de

/-/7"\‘1‘_ colores, pintados

4
5.

o
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o reasbiettos con

esmaltes, que
I. Para mostrar fisicamente cOmo se generan las rotaciones se requiere: se ensamblan
medi snte varillas de

| ® Una hoja de papel blanco b
d * Una hoja de plistico transparente (o de papel albanene) e B
* Un alfiler o un clip . A
Con estos materiales:
a) Tracen en la hoja de papel un 2~ ABC y marquen un punto @ externo.
Eza_fj‘il:ﬂ’:a“““c‘ b} Sobrepongan la hoja de plastico sobre la de papel v en ella copien el £5ABC v
ST el punto 0.
Stnmt]mmlt ¢) Inserten el alfiler en el punto O, de manera que el punto 0 quede fijo.
pars planos en
bt o d) Giren un cierto angulo la hoja de plistico para obtener el AAB'C.
Irigenierfa. Tambien
esutilizadoen
manushdades y a) Describan en su cuaderno ¢6mo realizar la rotacién de un punto P, cuyo centro
balenals e AT sea el punto O v éangulo de 75°.
Existen diferentes y i e » i "
e b) Expongan su descripcion ante los miembros del grupo, si encuentran que esta
incompleta o tiene errores, con ayuda de su maestro lleguen a un acuerdo
sobre esta descripcion.
S IV. Con centro en el punto O, tracen el 24 A'B’C aplicando
' 5 | una rotacién de 907 al /A ABC de la derecha.
\ A a) Puesto que los puntos § v C estdn alineados con 0, 907
<también los puntos B’ v € deben estar alineados
con O7 cPor que?
ElAA'B'C es el resultado de la rotacion, cuyo dngulo es el que eligieron v centro
de rotacion el punto 0. b) <Qué angulo forman los lados correspondientes? A
¢} Prueben con varios angulos, por ejemplo 90°, 60°, 45° y 30°, Para estos angulos
pueden usar sus escuadras. ¢} Contrasten sus respuestas con las de otras parejas
Iy Conforme a las indicaciones en ¢} y d), y con ayuda de su maestro, describan las del grupo y corrijan, si es necesario. A
8 c

caracteristicas de una rotacion.
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Rotacién de figuras (2) a) Analicen si todas las figuras cumplen con tener simetria central.
bj <Cual s el dngulo minimo que se debe rotar cada figura para que coincida con
ella misma en todas sus partes?

Propiedades de |z rotacion de figuras

Cuadrado: Tridngulo equilitero:
I. ElAPQR se transformd en el AP'Q'R’ al aplicarle una rotacién de 180° con centro Rectangnlo Hesfpono regyiiar
= eno. » ¢) Copien cada figura en una hoja de papel. Coléquenla encima de la figura del
‘ﬁ : = '*\___“"“-———__ﬁ_?\ @ libro sujetdndola con un alfiler v girenla para verificar su respuesta.
___‘J.'.-.——-' ———— " .-‘-\lt\:;- o - ]
180 g TS }\J/ IV. Los puntos A, B, C, D, E, Fy G representan las estrellas que forman la constelacién
¥ } /P 'y ‘ de la Osa Mavor. Una ocasion, un observador mira la constelacion. Desde el mismo
A lugar, después de determinado tiempo la ve rotada 45° con respecto a la primera
A una rotacién de 180° se le llama simetria central. vez. Consideren el punto 0 como centro de observacién. Ya se han localizado los
) Apliquen una rotacién de 180° con centro en O a la siguiente figura: puntos E', F' v G'. Localicen los que faltan v marquen la nueva posicién de la Osa
Q. Maor
/’//
(
“u L
o \ %
Bl /"\ji_/"
b} Comparen su resultado con €l de otros companeros. ) {_)
II. En los siguientes geoplanos apliquen a cada figura una rotacion de 180° con ;‘ e vE
| centroen el punto 0. / fa s \
FoS / | \ ~
a) ==y b) : : E c) : / : .
D> A ' _ A— __J;U '\_\‘ 1574,
150° 3 o o : L
=0 - E _

% 1
i 6
) T - D [ b

Comparen su resultado con otras parejas del grupo. Si hay diferencias analicen la

o razon v lleguen a un acuerdo, de manera que todos los trazos coincidan.
- - « & . V. ZQué propiedades de las figuras geométricas se conservan al transformarlas

‘ mediante una rotacién?

g) Comparen sus resultados con los de otras parejas de companeros. 5i hay ﬁ Para investigarlo, formen equipos de cinco integrantes. Cada uno trace en una
diferencia analicen por qué v, si es el caso, cornjan. hoja tamano carta una rotacion que ilustre una de las propiedades (investiguen
las mismas propiedades que se consideraron para el caso de las traslaciones,
II1. Consideren que en cada una de las siguientes figuras el punto marcado es el incluso pueden usar las mismas figuras originales de la pégina 85). Para que
| centro de rotacion. su trazo sea mas claro v atractivo, para cada punto que transformen pueden
A : trazar de un mismo color ambos lados del dngulo. En cada caso anoten si la

F N propiedad considerada se conserva o no se conserva mediante una rotacion. Al
= ' 8 final, cologuen todas las hojas del equipo en una cartulina v expénganla ante los
demds equipos del grupo.
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Aplicacion de dos transformaciones a una figura

Una transformacion convierte al /A ABC en el A A'B'C’. Otra transforma al A A'B'C’ en
el /N A'B”C". ¢Habrd una transformacién que convierta directamente al /A ARC en el
&AJ!B”C!J?

DABC ——» JMABC —» SHA'BCT

e I —

—— e

Antes de hacer las actividades de esta leccion investizuen si hay una transformacion
que tenga el mismo efecto que dos traslaciones, dos reflexiones y dos rotaciones.

I. Enla siguiente ilustracién apliquen al /A ABC la reflexion determinada por el eje
| | de reflexion e, para obtener el AA'B'C. Luego, al AAB'C le aplican la reflexion
determinada por el eje f, para obtener el AA"5"C".

a) Por su direccibén, dcédmo son los ejes e y 17

b) <Qué distancia hay entre los ejes e yI7

c) £Qué distancia hay entrte A y A", By 8", Cy
i )

di £Qué transformacion aplicada sélo una vez

£ ' convierte al SABC en el HAYBC?

II. Ahora coloquemos el /A ABC entre los gjese v
[ | f. Apliquen al /4B C primero la reflexiéne ya
E la figura que resulte le aplican la reflexion f.

£Qué transformacién aplicada solo una vez
convierte el 4 ABC en el A A"BYC7

II1. Prueben ahora colocando el A ABC a la derecha del eje f. Apliquen primero la
ﬂ reflexion F y luego la reflexién e.
aj <Qué transformacion aplicada sélo una vez

[ [ convierte al AABC en el AATEYCT?

A a) En equipo, traten de obtener una conclusion
: de las actividades I, IT y III para responder a
- la pregunta: /Cudl es el resultado de aplicar a
una figura dos reflexiones en ejes paralelos?

= R
i

Iv.

o

VL

&

Investiguen si hay una transformacion que haga lo mismo que dos reflexiones en

ejes que se cortan.

a) Apliquen al /4 ABC la reflexion en el eje e para
obtener el A4BC.

b) Apliquen al & A'B'C' la reflexién con eje f para
obtener el AA"B"C".

¢) La transformacién que convierte al /A ABC en el

£ ATBCY dpodria ser una reflexion?

Argumenten su respuesta.

d) ZPodria ser una traslacion? . Argumenten | | &
su respuesta. ;

€} <Podria ser una rotacién? . Argumenten
su respuesta.

f) Exploren las tres posibilidades trazando en papel cuadriculado otros
ejemplos. En cada caso propongan una conjetura y traten de verificar su

veracidad o falsedad.

Investiguen si hay una transformacion con la que se obtenga el mismo resultado
que al aplicar dos reflexiones en ejes que se cortan perpendicularmente.

a) Repitan los pasos aj y bj de la actividad IV.
b} cQué transformacion convierte al & ABC en el
triangulo A"8"C'?

Como ayuda para proponer una respuesta, pueden

trazar los segmentos 44", 8" v CC".

Contrasten sus respuestas de las actividades de esta leccion con otros equipos v
con avuda de su maestro escriban en su cuademo sus conclusiones sohbre:

a) El resultado de aplicar sucesivamente dos traslaciones.

b) El resultado de aplicar sucesivamente dos reflexiones:
= En gjes paralelos
* En gjes que se cortan

¢} El resultado de aplicar sucesivamente dos rotaciones con el mismo centro.




Identificacion de transformaciones

Reconocimiento de transformaciones aplicadas 2 una figura

I. Enel programa de computadora para diseno editorial con el que fue editado este
| libro, €l meni de Transformaciones inclive comandos que nos permiten aplicar a
una figura las transformaciones que hemos estudiado. Por ejemplo, a partir de la
siguiente figura original, se pueden obtener las figuras que aparecen enseguida.

[

Escriban debajo de cada figura la transformacién geométrica que se aplico v sus
caracteristicas.

) ~—

b) —vq///—r{

0 T g f

%) k

=
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II. Laestrella de la derecha esta construida por varias figuras basicas.

ﬁ ‘ a) Considera que primero se trazé el tidngulo rojo. £Cémo se obtuvo
el widngulo azul a partir del tridngulo rojo?

b) <Como se obtuvieron los rombos @, €, @, & v © a partir del

romhbo €87

¢} Senala varias maneras de obtener el rombo@¥a partir del rombo €.

¢} ZComo obtienes el siguiente teselado de estrellas?

Teselado
Recubrimiento del
planio con figuras
repetidas gin

traslapes ni huecos.

I11. La figura de la derecha estd formada por dos rectdngulos y sus diagonales.

a) /Como se transforma el tridngulo @ en el tridngulo @ usando una sola
transformacion?

-

b} £C6mose transforma el triangulo@ en el tridgngulo@usando exactamente
dos transformaciones?

¢} £Como se wansforma el tridngulo €9 en el widngulo &7

d) 2C6mo se transforma el tridngulo € en el tridngulo @7

I¥. En muchas de las pruebas que se aplican a las personas para medir su inteligencia
se hacen preguntas para que el examinado reconozca la transformacion o
transformaciones que se aplican a una figura.

Escriban debajo de cada serie de figuras la transformacion o transformaciones
que llevan de una figura a la siguiente v tracen la figura que sigue.

VT 1T iTaTi P "HMHEH

b

'PEAPED ‘HEEEE

V. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccion con otros compafieros.
E ’ ‘ Si hay diferencias analicen las razones y corrijan si s necesario.

—
Forma, espacio y medida -—_
E ; =




Disefios que combinan varias transformaciones 1. Analicen el teselado de la derecha compuesto por hexégonos,

cuadrados v tridngulos.
a) Anoten qué transformacion o transformaciones convirtieron
una figura en la otra y describan sus caracteristicas:

Q@
*B@en®
*QPen®
*Q@en@

Identificacion de transformaciones aplicadas en un teselado E ’

Q@ en®
“Oend

SASSSNSA ous

b) Comparen sus respuestas con las de otras parejas. 5i no

coinciden analicen por qué y comrijan lo necesario.

N AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN A

i . . . L I11. Analicen los sigmientes teselados, luego redacten en su cuaderno preguntas como
) Anoten qué transformacion o transformaciones se aplicaron al tmangulo € para

d ‘ las de las actividades I y I1. Intercambien estas preguntas con otro equipo. Cuando

obtener: ambos equipos havan contestado las preguntas, vuelvan a intercambiar para
* el tridngulo © verificar que el otro equipo contestd todo correctamente. Para terminar, comenten
* el tridngulo @ entre todo el grupo las preguntas y respuestas que provocaron mayor discusion.

= el tridngulo @

= el triangulo @

* el tnangulo @

b) Anoten qué transformacién o transformaciones se aplicaron al cuadrado € para

obtener:

s el cuadrado B V
» ¢l cuadrado @
» ¢l cuadrado €
= ¢l cuadrado @

¢) Marquen el centro de simetria de algunos tidngulos y de algunos cuadrados que

no aparezcan marcados con letras o mimeros en el teselado. IV. Elijan uno de los siguientes grupos de figuras para hacer el diseiio de un teselado:

a) Hexdgono regular v tridngulo equilatero
d) Tracen y marquen con r el eje de simetria de los triangulos @ v @©. Tracen y ﬁ ‘ b:; Cm;fa do ;eugiéngli;o eqtlllgilé tef;l
marquen con s €l eje de simetria de los cuadrados @y @. ¢} Hexdgono, cuadrado v triangulo equilatero

En todos los casos los lados de las figuras deben medir lo mismo. Hagan sus trazos
en una hoja carta, anadanles color v hagan una exposicién con los disefios de todos
los equipos del grupo.

m-—-= ELOAUE II Forma, espacio y medida

¢) Comparen sus respuestas con otras parejas de compaieros. $i no coinciden,

analicen las razones v, si es el caso, corrijan lo necesario.




Cuadrados en los lados de un tridngulo rectangulo (1)

Comparacion de sus areas

1. Enestaleccioniniciaremos el estudio de larelacion entre las dreas de los cuadrados
construidos sobre los lados de un widngulo rectdngulo, conocida como teorema

-,
A de Pitigoras.

Para marcar los campos de cultivo, los antiguos gﬁ-&
topografos egipcios usaron el hecho de que un 38 'ﬁ':._;'
triangulo cuyos lados miden 3, 4 v 5 unidades % =

es un triangulo rectangulo, como el de la 3

——
s

cuerda con nudos que se ilustra a la derecha. 8 "

En la actualidad, para trazar dngulos rectos, nuestros albafiiles usan un miangulo
rectangulo de lados 6, 8 v 10 metros cuando construyen los cimientos de una casa.

a) En una hoja blanca construyan el tridngulo de lados 6, 8 v 10 unidades y
verifiquen que efectivamente es un triangulo rectangulo.
b) ¢Qué relacion hay entre los lados del tridngulo rectangulo que usaban los

egipcios y el que usan nuestros albaniles?
¢} cConsideran que si los tres lados de un trdngulo rectadngulo se multiplican por

3,4 05, eltridngulo resultante también serd rectangulo?  Parainvestigarlo
tracen en su cuaderno cuadriculado varios ejemplos.

d) Comparen sus respuestas con las de otras parejas del grupo v saquen una
conclusion de la respuesta que dieron en ¢).

I1. Los siguientes tridngulos rectingulos son isdsceles. Apoyandose en la cuadricula
. construyan en cada caso un cuadrado sobre sus catetos y un cuadrado sobre su
A hipotenusa, luego completen la tabla de la siguiente pagina.

9 L[ [ [[[]w

N

9]

Area del cuadrado Area de los cuadrados
spbre la hipotenusa spbre los catetos

En el trigngulo aj

En el trizngulo b)

En el tridngulo o

En el trizngulo d)

€} En cada caso, {como es el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa
comparado con la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los

catetos?
fi <Qué conclusion obtienen de esta actividad? |

) Contrasten sus respuestas con las de otras parejas. Si hay diferencias analicen
€l porqué vy corrijan.

. Sin usar foérmulas para calcular dreas, comparen en cada uno de los siguientes

casos el drea construida sobre la hipotenusa de cada triangulo rectdngulo con la
suma de las areas construidas sobre los catetos.

b) NERERNEE

i @
u N
3 mE 4

a) Area del cuadrado b) Area del cuadrado ¢) Area del cuadrado
construido sobre construido sobre construido sobre
la hipotenusa: la hipotenusa la hipotenusa:

* Suma de las dreas * Suma de las dreas * Suma de las dreas
construidas sobre construidas sobre construidas sobre
los catetos: los catetos: los catetos:

dj £Qué conclusion sacan de los resultados que obtuvieron en aj, b}y ¢j7

¢} Comenten esta conclusién con otras parejas de compaiieros y con ayuda de su
maestro establezcan una conclusion en comnin.

Sugerencia En

cada caso divdan =l
aadrade construido
sobre la hipoternisa
en ridngnlos cormo
el que estd debajo
de cada figira
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Cuadrados en los lados de un tridngulo rectangulo (2)

Comprobaciones graficas del teorema de Pitdgoras

I. Para determinar la relacion entre los tres lados de un triangulo, en la siguiente
| ilustracién se muestra un cuadrado exterior de 7 unidades por lado, dividido en
| cuatro triangulos rectingulos v un cuadrado interior.

Para encontrar cudnto mide el lado ¢ del cuadrado interior contesten
las siguientes preguntas:

a} Area del cuadrado exterior:

b) Area de cada uno de los cuatro triangulos:

s ¢) Area de los cuatro triangulos:
\\7 d) Area del cuadrado interior:
/ €} 8i conocemos el drea del cuadrado interior, £como calculamos la
}/ medida de su lado?

I} Medida dellado del cuadrado interior:
2) <Qué relacion encuentran entre el lado del cuadrado interior y los

lados de cada triangulo?
h) Escriban una conclusion de esta actividad y compartanla con otros

equipos.

II. Tomando como base la fizura de la actividad I, en una hoja cuadriculada copien
| | unode los tridngulos construidos en uno de los vértices del cuadrado exterior, por
| ejemplo el de abajo a la izquierda, v tendran una figura como la siguiente:

Pl T Ahora construyan un cuadrado sobre cada uno de los

£ | ~ catetos del triangulo rectangulo.
dl a) Qué relacion encuentran entre las areas de los
cuadrados construidos sobre los catetos respecto
del cuadrado construido sobre la hipotenusa?

bj Confronten su respuesta con las de los demas
compaheros.

II1. Otra manera més de investigar la relacion entre las medidas de los lados de un

ﬁ ‘ triangulo rectangulo es la siguiente.

A partir de un triangulo rectangulo ASC compararemos dos cantidades:

* El area del cuadrade construido sobre la
hipotenusac.

* Lasuma de las areas de los cuadrados construidos
sobre los catetos a v b.

\\
_ R |
El cuadrado construido sobre la hipotemusa del & >

triangulo rectangulo ABC esta dividido en cuatro /

triangulos v un pequeho cuadrado interior \\\ | . / [
a) <Cudl es el drea de cada tridngulo? \‘\\_\ /r

b} <Cudl es el area de los cuatro ridngulos? ' “\\ /’

¢) <Cudl es el drea del cuadrado interior? [17] N

d) Conforme a las respuestas en b} y o, dcudl es
el area total del cuadrado construido sobre la

hipotenusa del A ABCT
Por otra parte,
e) ZCudl es el drea del cuadrado sobre el cateto a?

fj <Cudl es el drea del cuadrado sobre el cateto H?

) <Cudl es la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos a
L

h) Conforme a las respuestas en d) y 2), v con ayuda de su maestro, obtengan una
conclusion grupal de esta actividad.

IV. Para mostrar fisicamente el teorema de Pitdgoras, cada pareja trace en una hoja
ﬁ ‘ de cartulina un tridangulo rectingulo ABC con las medidas que decidan.

a) Construyan un cuadrado sobre cada uno de los lados
del AABC. T

b) En el cuadrado construido sobre el cateto BC marquen
el centro 0.

¢) Tracen una paralela a la hipotenusa que pase por el
punto 0.

d) Tracen una perpendicular a la hipotenusa que pase por
el punto Q.

¢} [luminen de diferentes colores y recorten las cuatro
partes en las que queda dividido el cuadrado sobre el
cateto BC y el cuadrado sobre el cateto AC.

I) Con estas cinco piezas armen el rompecabezas para
cubrir ¢l cuadrado sobre la hipotenusa AB.

2] Con apoyo de su maestro resuman el resultado de esta

actividad.

s (e THr T e
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Explicitacion del teorema de Pitagoras

Comprobaciones del teorema de Pitégoras usando recursos del 2lgebra

I. En la actividad [ de la leccion 39 trazamos un cuadrado exterior de 7 unidades
por lado v cada lado dividido en 3 v 4 unidades. Con estos puntos como vértices
| trazamos cuatro triangulos rectangulos, con lo que el cuadrado original queds
dividido en cuatro triangulos rectingulos v un cuadrado interior de lado ¢. Con

esta figura como base encontramos una relacion entre la hipotenusay los catetos

del tridngulo rectdngulo. @ , b
e
_,—-"/ \
¢Serd vélida esta relacién para cualquier d o b
wriangulo rectangulo? £ Ol -
i \
\ k'
Para contestar esta pregunta, trazamos un \e .
cuadrado de lados ¢ + b y un cuadrado e \\ . il
interior de lado c. \\‘ il F‘

b a

Para encontrar la relacion entre los lados a, b v ¢ de cada triangulo, contestamos
lo siguiente:

a) Area de cada uno de los tridngulos de lados a, b v ¢
b) Suma de las dreas de los cuatro tridngulos de lados ¢, b v ¢
¢} Area del cuadrado exterior

d) Area del cuadrado interior
] Escriban una expresion que compare el drea del cuadrado de lado @ + b con las
suma de las dreas de los cuatro triangulos mas el drea del cuadrado interior y

simplifiquenla.

f) Con ayuda de su maestro, escriban una conclusién de esta actividad.

I[I. En la actividad IIT de la leccion 39 trazamos un tridngulo rectdngulo ABC con
L L catetos de 4 v 5 unidades v sobre la hipotenusa ¢ construimos un cuadrado.

La relacion que encontramos para un triangulo de catetos 4 v 5, dsera

N vélida para cualquier tridngulo rectangulo?

; Para saberlo, trazamos:
AL s Un triangulo rectangulo ABC con catetos a y b e hipotenusa c.

¥ s [Un cuadrado sobre la hipotenusa c.
* Paralelas al cateto a que pasen por los vértices Av D,
@ c = Paralelas al cateto b que pasen por los vértices By £,

5

{
{

a) Explica a un compaiiero por qué el cuadrado interior mide b — a por lado.

En el cuadrado ABDE:
b) Area de cada uno de los cuatro tridngulos: )
¢} Suma de las dreas de los cuatro tridngulos (simplificada):

d) Area del cuadrado interior:
¢} De acuerdo con las respuestas en ¢} y d}, escriban una expresion para el drea

del cuadrado ABDE (simplificaday:

Por otra parte,

Ij Escriban, en términos de ¢, una expresion para el drea del cuadrado ABDE:

#) Escriban una expresion que compare el drea del cuadrado ABDE obtenida en e}
con la obtenida en fj:

hj Entre todos los equipos del grupo v con apoyo del maestro, escriban una

conclusion de esta actividad,

En la actividad ¥ de la leccién 14 verificamos que si en un tridngulo recténgulo
ABC trazamos una perpendicular desde el vértice C al lado AB, que lo corte en D,
entonces los tridngulos rectangulos ABC, ADC v BCD son semejantes.

Usando este resultado mostraremos la relacion entre las medidas de los lados de
cualquier triangulo rectangulo.

El punto D divide al lado ¢ en dos partes, a las que llamamos x y ¢ — x.

Usando la semejanza de los tridngulos ABC y ADC, tenemos:
a) En AABC, razén de la hipotenusa al cateto mayor o
b) En AADC, razén de la hipotenusa al cateto mayor

¢} Escriban con literales la relacién entre estas dos razones
dj Apliquen productos cruzados

Usando la semejanza de los tridngulos 45C v 5CD, tenemos:
&) En AABC, razén de la hipotenusa al cateto menor

fi En /ABCD, razon de la hipotenusa al cateto menor

) Escriban con literales la relacion entre estas dos razones

hj Apliquen productos cruzados
i) Sustituyan en g) la igualdad obtenida en d} v despejen ¢

A

ji Con el apoyo de su maestio, analicen entre todo el grupo la argumentacion
que se dio en esta actividad usando una propiedad de semejanza de triangulos
rectangulos, para obtener como conclusion el teorema de Pitagoras.




Uso del teorema de Pitagoras (1)

Aplicaciones del teorema de Pitagoras en triangulos y otros poligonos

[. En las lecciones anteriores estudiamos que en un trdngulo rectdngulo de
E | hipotenusa c v catetos a v b, se cumple que:

=+ i

a) En el tridngulo rectdngulo de lados 6, 8 v 10,
compreben que:

& =a + b?
@ =& — B 6
=g

b} 5i conocen el cuadrado de un niimero, dcémo calculan el nimero?

¢} 51 conocen la medida de los dos catetos, dcomo calculan la medida de la

hipotenusa?
d) £3i conocen la medida de la hipotenusa y la de uno de los catetos, dcomo
calculan la medida del otro cateto?

) Compartan con otros equipos las respuestas en b), ¢j yd) y leguen a un acuerdo
sobre como calcular la medida del tercer lado de un tridngulo rectangulo,
conociendo la medida de dos de ellos.

. Enlos tres triangulos rectangulos siguientes, calculen la medida del lado que se
desconoce.

L

®
;‘j
i
]
Il

A C

II1. En el triangulo rectdngulo ABC calculen la medida del tercer lado.

\.\
\\x Sta=6,b =8, entoncesc =
"'\
- g Sic = 20,b = 16, entonces a =
B Sia = 10,c = 26, entonces b =
-\\\

M

o b A
IV. Calculen el valor de » v de y en las siguientes figuras. A S

", ‘ N y ; —
A X = *:7\

s o
15 ! # 39 C
" 4 % .
F; ! 2 B
| il
o
B 9 - 16 c /\ij\\x
: : 0/ e N7 Y=
VA o
/ ] .
A 6 D ¥ C

V. Calculen el perimetro de cada una de las siguientes figuras.

&

a b) 0

V1. Tracen en su cuaderno las siguientes figuras geométricas y calculen su area.
a) Un tnangulo equilatero de 10 cm por lado.
d b) Un widngulo isosceles cuyos lados iguales miden 12 cm v su altura trazada
desde el lado desigual 4 cm.
¢} Un hexdgono regular de 4 cm por lado.

¥II. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccion con otras parejas del
E i ‘ grupo, si no coinciden analicen las razones y comrijan lo necesario.

—_—
. —
. maaanlis O madtte T




Uso del teorema de Pitagoras (2)

Resolucion de problemas usando el teorema de Pitdgoras

I. Enelplano cartesiano, écomo calcular la distancia entre dos puntos? Por ejemplo,
E 3 ‘ ¢cudl es la distancia entre los puntos A = (3, 2)y B = (6, 7)?

R W s M o e e
————— -

]
=
i
[
-
o
| o
9 |
st
|y

a) ¢Como podemos construir un tridngulo rectdngulo en el que el segmento A8
sea la hipotenusa?
b) $i llamamos C al tercer vértice de ese triangulo, dcomo calculamos la medida
de los catetos ACy BC?
¢ AC = _ BC=
d) Entonces, 45 =

¢) Comparen sus respuestas con las de otras parejas de companeros, lleguen a un
acuerdo sobre el procedimiento a seguir v escriban cémo calcular la distancia

entre dos puntos cualesquiera en el plano cartesiano.

II. En hojas cuadriculadas, tracen en cada caso un sistema de coordenadas
| cartesianas, localicen los puntos indicados y calculen lo que se pide.
A a) La distancia entre los puntos P = (2, 1)y Q@ = (7, 4).
b} El perimetro del tridngulo determinado por los puntos L = (3, 6), M = (1, 2y
N=(7,4).
¢) Compartan sus resultados con los de otras parejas, si hay diferencias analicen
el porqué v, en su caso, corrijan lo necesario.

III. Tracen en su cuaderno un rombo cuyas diagonales midan 16 cmy 12 ¢m. Calculen
} 5u perimetro.

A

IV. Para ir en bicicleta de su casa a la casa de Alba, Arturo recorre hacia el sur 420
metros, luego da vuelta en una esquina v recorre 540 metros hacia el este. Para
comunicarse, Arturo v Alba compraron un juego de walkistalkie, cuvo alcance
es de 800 metros. {Es suficiente la potencia de su equipo de comunicacion o
requeririan un equipo més potente? Justifiquen su respuesta.

Casa dcmroﬁ_) yj}/j

420m

‘ Casa de Alba

V. Un azulejero va a cortar por una diagonal una pieza cuadrada de 40 cm por
A ladoy desea saber cudnto medira esa diagonal. ¢Podrian ayudarlo? {aproximen
A hasta centésimos).

540 1m

40

40 an

V1. Un colocador de vidrios tiene una escalera de 5 m de largo v va a instalar vidrios

‘ €n una ventana que estd a 4.50 m de altura. Debe ubicar su escaleraa1.40 mde la

A pared, que s donde la puede apovar. £Llegard la escalera a la altura de la ventana?
Justifiquen su respuesta.

Nelsl
A
AT
PATL T H

VII. Compartan con otras parejas sus procedimientos v resultados de las actividades
‘! ; ‘ II1, IV, V y V1. Si no coinciden, analicen las razones y corrijan lo necesario.

Forma, espacio v medida
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Se dezea colocar
una tirolesa
entre dos arboles
que estan en
ambos lados de
un rio, Como <e
muestra en la
primera figura,
En la segunda
figura se indican
las medidas del
paralelepipedo
que determinan
los extremos del
cable. Calcula el
largo del cable que
se debe comprar
para instalar la
tirolesa.

Uso del teorema de Pitadgoras (3)
Las proporciones y el teorema de Pitagoras resuelven problemas geomeétricos

Las escuadras de su juego de geometria tienen forma de un triangulo rectangulo.
Una de ellas tiene sus catetos iguales v sus dngulos de 90°, 45° v 45°, se llama
escuadra de 45°. La otra tiene sus catetos desiguales y sus dngulos miden 90°,
60° y 30°, se llama escuadra de 60°,

Las razones entre los lados de las 5of
escuadras son como se muestra
en las siguientes figuras:

<
<,
wl|

-4

e " i —

Analicen por qué la unidad de la escuadra de 45° no es la misma que la unidad de
la escuadra de 60°,

Los lados de las escuadras estdn relacionados de las siguiente manera:

A

B C

aj Midan la hipotenusa AC de la escuadra de 45° de su juego de geometria v a
partir de ese dato calculen la medida de los otros lados de las dos escuadras.

b) Cuando hayan hecho los calculos verifiquen sus resultados, midiendo los lados
de sus escuadras.

) Comenten con el resto del grupo el procedimiento que siguieron para resolver
este problema y con apoyo del maestro resuelvan las dudas que se presenten.

II.

ek

ﬂlll‘.

Complemento tecnolégico

La medida comercial de una pantalla plana de television es lo que mide en pulgadas
su diagonal (1 pulgada equivale aproximadamente a 2.54 cm). Por ejemplo, una

pantalla de 40 pulgadas tiene esa medida en su diagonal. La razon entre el ancho

y el largo de este tipo de pantallas es "fiﬁ

a) <Cudles son las medidas de los lados de una pantalla de television de 32
pulgadas?

b} Si tienen oportunidad, tomen las medidas de una pantalla de television, hagan
célculos equivalentes a los anteriores v compdrtanlos con otros equipos del
ETUpo.

¢) Comenten con los demas equipos del grupo su procedimiento para resolver
este tipo de problemas.

Con su juego de geometria, tracen en su cuaderno un tridngulo equilitero sobre
cada lado de un triangulo rectangulo, como se muestra enseguida.

Calculen el drea de cada uno de los tridngulos s,
equildteros. <Qué relacidén encuentran entre estas |
tres dreas? f =)

\

Tirolesa.
Mecanismo que
consiste en una
polea suspendida de
un ceble de acero,
fijade en dos puntos
situados a diferents
altura. Del gfe de
lapclea cuelga

r sop crte para

queé una persona u
objeto se desplace
por gravedad desde

un extremao al atro.

Uszando software de geometria dindmica,
por ejemplo GeoGebra, se puede "-\
comprobar el teorema de Pitigoras
construyendo cuadrados sobre los lados
de un tridngulo rectingulo ¥ comparando
sus dreas. Luego, envez de cuadrados, se %
puede comprobar construyendo triangulos N
equiliteros, pentagonos y hexagonos
regulares o semicirculos.

Anexo 3, pagina 255,

kS




LECCION |

g

Eventos mutuamente excluyentes

Célculo de probzbilidades utilizando | regla de |2 suma

Contesten lo siguiente.
a) Los eventos 4 y 5 son mutuamente excluyentes si cuando sucede A, no
B v viceversa cuando 3, sucede A,

b} Discutan si es necesario que se cumplan las dos partes de la afirmacién anterior
para hablar de eventos mutuamente excluyentes o solamente basta con una de
ellas. Lleguen a una conclusion y compérenla con la que hayvan formulado otros
equipos.

¢} Con ayuda del profesor, lleguen a una sola conclusion.

d) Den un ejemplo de eventos A y B donde si ocurre A no ocurre 8, pero si ocurre
8, también ocuire A, es decir, solo se cumple una parte de la afirmacion.

¢) 51 los eventos A ¥ B son mutuamente excluyentes, al no ocurrir el evento A,

dqué sucede con el evento 57 .Justifiquen su respuesta

y den ejemplos para explicarla.

Al lanzar dos dados comunes con sus caras numeradas del 1 al 6, sabemos que

hay eventos elementales.
a) 5i el evento A4 es “La suma de las caras es 7° y si el evento 8 es “La suma de
sUus caras €5 un nimero par”, /los eventos A y § son mutuamente excluyentes?

. La probabilidad de que ocurra el evento A es . La probabilidad

de que ocurra el evento B es
b La probabilidad de que ocurra el evento “La suma de las caras es 7 yla suma de

las caras es un nimero par” es , pues se esta pidiendo que

los dos eventos ocurran de manera v es0 es imposible.
¢} La probabilidad de que ocurra el evento “La suma de las caras es 7 o la suma de

las caras es un numero par” es . Es suficiente que ocurra una de las dos
C0sas para que se cumpla.

d) La probabilidad de que ocurra el evento 4 o el evento B es la suma de las

probabilidades de los eventos . Esto se debe a que los eventos son

mutuamente y cualquiera de los eventos elementales
de Ay de B esta a favor de que se cumplaA o B.
¢} Como conclusion, podemos afirmar que la probabilidad de que ocurra al menos

uno de dos eventos mutuamente excluyentes esta dada por la
de las probabilidades de éstos.

II1. El papa de Ricardo vende animales domésticos. En la manana, cuando abrio la

A

tienda habia 9 perros, 6 gatos, 5 conejos, 100 peces, 10 canarios, 2 pericos y 20
tortugas. El primer cliente del dia compré una mascota que eligié al azar. £Cual
€5 la probabilidad de que haya comprado

a) un gato?
b} un ave?

¢) un mamifero?

Teresa, Blanca y Rosario son muy amigas v las tres promovieron una rifa con
un tnico premio para beneficio de un viaje de practicas de su escuela. De los
10 000 nimeros para la rifa, ellas vendieron 1 000, 2 000 y 1500 respectivamente,
¢l resto lo vendieron otros estudiantes. £ Cudl es la probabilidad de que el boleto
premiado

a} lo haya vendido Teresa?

bj lo haya vendido Blanca?

) lo haya vendido Rosario?

d) lo haya vendido Teresa o Blanca?

) lo haya vendido Teresa o Rosario?

I) lo hava vendido Rosario o Blanca?

£} lo hava vendido cualquiera de esas tres amigas?

hj no lo hava vendido ninguna de esas tres amigas?

Don José, el dueio de la papeleria que estd cerca de la escuela a la que asisten Te-
resa, Blanca y Rosario decidio apoyar el viaje de préacticas, adquiriendo el 10% de los
boletos a cada uno de los alumnos que los vendian. Todos los alumnos que vendian
holetos acudieron con don José para que éste les comprara los boletos prometidos.
a) £Cuantos boletos comprd don José y cudl es la probabilidad de que gane el

premio? Comprd boletos y la probabilidad de ganar €l premio es
b) <Cudl es la probabilidad de que don José gane el premio con uno de los boletos

que compro a las tres amigas?
¢} <Cudl es la probabilidad de que don José gane el premio con uno de los boletos

que no le vendieron las tres amigas?
d) <Qué relacion hay entre las probabilidades de los tres incisos anteriores?

e} <Cual es el evento que define al inciso a)?

I} <Cudl es el evento que define al inciso h)?

) <Por qué son eventos mutuamente excluyentes los eventos de los incisos e) y 1)?




LECCION

45

Eventos complementarios

Célculo de probabilidades utilizando |z regla de la suma y el valor del complemento

Contesten lo siguiente.
a) Si los eventos 4 y B son complementarios, entonces cuando sucede A, no

B,y cuando B, entonces sucede A,

b) Discutan cudl es la diferencia de la afirmacion anterior con la que define a los
eventos mutuamente excluyentes.

) Con ayuda del profesor, lleguen a una sola conclusion.

d) 5i dos eventos son complementarios, entonces son
excluyentes. Pero si dos eventos son mutuamente

no necesariamente son
¢) ZCudl es la probabilidad de “Que ocurra el evento A o que ocurra su

complemento”?

f) Deloanterior podemos concluir que la probabilidad del evento complementario
de A esigual a la resta de la unidad menos la probabilidad del evento

Arturoy Bernardo han jugado ajedrez entre ellos 100 veces, de las cuales Bemardo
ha ganado la mitad de las partidas, pero han empatado 20. Hoy jugardn una vez
mas Y nos interesa tener un buen prondstico para saber qué es mas probable que
suceda. Usen la informacion anterior para calcular las probabilidades pedidas. Es
necesario leer las preguntas y reflexionar sobre la respuesta que daran.
a) £Cudl es la probabilidad de que gane Arturo?
b) £Cudl es la probabilidad de que no gane Arturo?
) Completen las oraciones para que describan el evento “Arturo no gana®.

1. “Arturo

2. “Bernardo

d} /Cudl es la probabilidad de que gane alguno de los dos?

o quedan empatados”
o quedan empatados”

&) £Cudl es la probabilidad de que no queden empatados?
fj Compara los resultados de los incisos d) y e). {Se trata del mismo evento?

ZPor qué?
£} <Cudntos eventos elementales existen en este caso? ¢ Cudles son?

hj Describan el evento seguro.

1} Sin considerar el evento seguro, {qué es lo mds probable que suceda?

o

B

-

Por lo que vemos, cuando se quiere obtener la probabilidad del complemento
de un evento que estd formado por eventos mutuamente excluyentes, primero
se calcula la probabilidad de éstos mediante la regla de la ¥
después se resta este valor ala

De esta manera, s6lo hav que verificar que se estd trabajando con eventos
mutuamente excliyentes para poder aplicar lo sefialado.

Se lanzan dos dados comunes, con sus caras numeradas del 1 al 6. Sean los
eventos: A4 es “La suma de las caras es 5", B es “La suma de sus caras es 9" y C es
“La suma de las caras es un niimero par”.

Uhliza lo obtenido en la actividad III para contestar lo que sigue.
a) /Los eventos A, B v C son mutuamente excluyentes?
b) {Cuél es la probabilidad de cada evento? La probabilidad de A es :

la del evento B es viade Ces :

¢) Sea s el evento que es el complemento de que ocurra A o 5. Completa esta otra
definicién del evento Z: “La suma de las caras no es ni "

d) La probabilidad de que ocurra Ao B es + = ; por tanto, la

probabilidad de que ocurraZ es 1 — =
e} Sea Vel complemento del evento que ocurra 4 o €. Escribe con palabras otra

definicion del evento ¥V

fi La probabilidad de que ocurrad o C es + =
probabilidad de que ocurra Yes 1 — =

g} &Cudl es la probabilidad de que no ocurra A ni B ni €7 La probabilidad de
que ocurra Ao B o C es + - = . Por tanto, la
probabilidad de que no ocurran A, B o €, es decir de que no ocurra A ni § ni C,

; por tanto, la

es]— =

Al lanzar una moneda normal, el evento 4 es “la moneda cae dguida” v B es “la
moneda cae sof”. S llega a caer de canto se repite el lanzamiento hasta obtener
uno de los dos casos.

Porque la probabilidad de
que al lanzar la moneda ocurran A v B simultineamente es

b} La probabilidad de que ocurra A o B es {Ojo, no es lo mismo que el
renglon anterior porque una cosa es “0” y otraes “y".)

¢} Sea W el complemento del evento A o B. Escribe otra definicion del evento W

a) {Estos eventos son mutuamente exclusivos?

d) Escribe la probabilidad de W: 1 - =




Evaluacién tipo Enlace

Para encontrar las soluciones de la ecuacién x* + 21x — 72 = 0 mediante
factorizacién, encontramos que una solucién se obtiene del factor (x — 3, por
tanto, la otra solucién es

a)-7 b)-3 o 24 d) 24

Al dividir entre 3 la ecuacion 3x° — 2x — 5 = Qy separar ese resultado en factores,
uno de éstos es (x —%). El otro factor debe ser
ayx+1 byx-1

3 il
O x+ = d) x =
La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos es igual a 613.
<Cudl es la ecuacion que permite determinar los nimeros?
Ay + 2n + 306 = 0 byt +n-613=0
g+ n-306=0 din®+2n+613=0

En este mosaico artistico, para transformar la figura € en la figura @, ademis de
cambiarle el color, debemos hacer dos transformaciones:

a) una reflexién y una rotacién
b) una traslacién y una rotacién
¢} una reflexidn y una traslacion
d) dos traslaciones

10.

<Cudnto mide la diagonal de un rectdngulo de 5 cm de largo por 3 cm de ancho?
i) 4 cm
b} 5.83 cm ;
€) 6.25 cm \
dj3.4cm A

1

b

W65 m

ZCual es la altura del poste?
a)4.85 m \
h) 6 m :
¢6.25m \

dj 7 m i

Calcula €l valor de y en la siguiente figura.
a)11.18

e 15
b)12.69 .
d 13.75 £ .
d)17 L

La regla de la suma de las probabilidades se puede aplicar:
a) con cualquier par de eventos

h) s6lo si son eventos complementarios

) solo si son eventos independientes

d) solo si son eventos excluyentes

La suma de las probabilidades de los eventos complementarios siempre es
a) menor que 1 y mayor que 0

bj la unidad

¢} el doble que la de cualquiera de ellos

d) la del evento nulo

Emestina v Leticia tienen tres cartas, 2 de las cartas son rojas y la otra es negra.
Cada una saca una carta al azar. ZCudl es la probabilidad de que la carta que no se
haya elegido sea la negra?

a) 0

B a =
'..o|u u::|m u::|.-t




Control de la temperatura corporal

Evaluacion tipo PISA

=

Enlos hospitales llevan un seguimiento de los signos vitales de las personas internadas
v, para controlar la fiebre, suelen registrar v anotar cada 6 horas lo que marcé el
termometro. La grafica siguiente muestra las variaciones, durante las primeras 48
horas, de la temperatura corporal de Luis, un paciente que ingresd con un cuadro
infeccioso. Analiza v contesta.

f B g
TEmp_!ratura
ia
41
a0
38
38
37
k1]
2
35 ; - e
0] 12 24 26 48 &0 72 Tiempo en
el hospital
[frrs)

Créifica del registro de temperanira corporal de Luis, a partir de su ingreso al hospital

1. Delinea con un color los segmentos de la gréfica comrespondientes a un aumento
en la temperatura corporal de Luis.

2. ¢En qué momentos consideras que se le administré medicamento para bajar la
fiebre? y . Explica por qué lo consideras
asf.

<En qué momentos la temperatura fue mayor? ¥

ZEn cual de los signientes intervalos de tiempo, después de su ingreso, el cambio
en la temperatura fue mayor?

a) De 6 a 12 horas b) De 24 a 30 horas

¢} De 12 a 18 horas d) De 36 a42 horas

Completa la grafica para que se incorporen los registros del tercer dia de Luis en
el hospital, si se sabe que:

a) durante las siguientes 12 hrs latemperatura bajé paulatinamente hasta 36 5°C, ¥
b) se mantuvo asi hasta las 72 hrs, cuando a Luis se le dio de alta.

Escribe F o V en el recuadro segin consideres que la afirmacion es falsa o
verdadera. Justifica tus respuestas:

a) No se debieron haber unido los puntos de los registros de temperatura ]
I-:) Los puntos de los registros se pudieron haber unido con tramos de curvas D
¢) La primera pastilla tuvo mayor efecto que la segunda B
d) El tercer dia la infeccitn estaba practicamente controlada D

Relaciona los periodos indicados con los correspondientes estados de acuerdo a
los cambios de temperatura:

MWayor incremernito de la s 0-58
temperatura (variacion positiva) = 612
Menor incremento de la a 12-18
temperatura (variacian positiva) . 1524
tayar decremento de la = _. 24-30
temperatura {variacién negativa) . T
Menor decremento de - @ 36—42
temperatura (varacidn negatival e 42 -48




La fotografia de estas pdginas muestra cuatro figuras en el espacio que son proporcionales entre si. El fotdgrafo captd
las tres esculturas y agregd a una persona para completar de manera magistral cuatre figuras de las que en matematicas
llamamaos figuras homotéticas, Podemaos apreciar que, a pesar de que las figuras son de diferente tamano, se conservan
las proporciones entre ellas, de manera que si calculamos los cocientes entre longitudes de partes correspondientes,
las resultados son iguales, y a este cociente se le conoce como razén de homotecia.

Aprendizajes esperados:

= Resolver problemas que implican el uso de Competencias que se lavorecen:
ecuaciones de segundo grado. Resclver problemas de manera auténoma.
Resolver problemas de congruencia y seme- C
janza que implican utilizar estas propiedades
en triangulos o en cualguier figura.

Contenidos

Resoclucion de problemas que
implican el uso de ecuaciones
cuadraticas. Aplicacion de

la férmula general para
resclver dichas ecuaciones.

Aplicacion de los criterios de
CONgruencia y semejanza
de trigngulos en la
resolucion de problemas.
Resolucion de problemas
geometricos mediante

el teorema de Tales.
Aplicacion de la semejanza
en la construccion de
figuras homotéticas.
Lectura y construccion de
graficas de funciones
cuadraticas para modelar
diversas situaciones o
fenomenos.

Lectura y construccion de
graficas formadas por secciones
rectas y curvas que modelan
situaciones de movimiento,
llenado de recipientes, eicetera.

Calculo de la probabilidad
de oturrencia de dos
eventos independientes
{regla del producio].




La férmula general

Formula general para resolver una ecuacion de segundo grado

o

A partir de la forma general de una ecuacién cuadratica, o de segundo grado,
ax* +bx+ec=0

A partir de la se puede despejar » para obtener
formula general _ b= —4ac
de la ecnacién g = 2a
cuadratica,
efectia las que recibe el nombre de formula general para resolver una ecuacion de segundo
operaciones grado que esté expresada en su forma general.
necesarias
para despejar Esta formula es de mucha utlidad v forma parte de las herramientas que el estudiante
x,y Regarsly debe tener siempre disponibles en la memoria.
formula general
1 hve. . p : 3
qou;ie;rzsx i La resolucién de los problemas gue siguen requiere plantear una ecuacion de segundo
e i grado v las soluciones de ésta se obtienen aplicando la férmula general.
general, haz ; : . ;
operaciones I. Lauradejo ablctrtn sobre la mesa el libro que estaba leyendo. Al mirar l.os nimeros
hasta que | | de las dos paginas expuestas, veo que su producto es 756. £Qué péaginas son?
regreses a E a) Escriban la ecuacién que describe el problema.
a -t B b) Transformen la ecuacién a su forma general:
£Cual proceso )
fhvaniils miin ¢} Escriban los valores de a: e iR Ve
simple? dj Sustituyan los valores de a, b yc en la formula general, sin hacer las operaciones.
' : b+ VFda _
2a

¢) Consideren la expresion 5° — 4ac que esta dentro del simbolo de raiz cuadrada.
Este valor se denomina discriminante. Calculen su valor en este caso:

f) Obtengan la raiz cuadrada del discriminante:
g) Efectiien las operaciones faltantes para obtener las dos soluciones de la
ecuacion:

x_I —
E ==
h) En la ecuacién general del inciso bj, sustituyan cada una de las soluciones, para
comprobar que la hacen valida.

i) dQué diferencia importante existe entre las dos soluciones?

j) Expliquen el razonamiento que hicieron para que ambas soluciones tengan

sentido.

II. Una alberca tiene fondo cuadrado y paredes de 2.5 m de altura. La suma de

las dreas del fondo v de las cuatro paredes es igual a 157.25 m®. Encuentren la
medida de sus lados.

250 m

Como es usual, designen con x la medida de los lados de la alberca. Enseguida
escriban los datos del problema:

Area del fondo de la alberca:
Area de una de las paredes:
Suma de las dreas de la las cuatro paredes:

Suma del area del fondo mads las dreas de las cuatro paredes:

Ecuacion que describe los datos del problema:

Forma general de la ecuacion cuadratica que resuelve el problema:

Valor de los coeficientes de la ecuacién:

i = b= cC=

Formula general para resolver una ecuacion de segundo grado:
—b = Vb* —4ac
2a
Sustitucion de los coeficientes en la formula general:

o

X =

Valor del discriminante:

Valores de x encontrados:
Expliquen cuél de los valores encontrados para x es el que debe considerarse

solucién del problema v por qué.

Comparen sus respuestas con las de otros equipos y si hay diferencias, argumenten
su procedimiento v su resultado,




Ecuacién general de 20. grado

Variantes de las ecuadones de segundo grado

A partir de la forma general de una ecuacion cuadratica, o de segundo grado,

e+ b +c=0

se pueden presentar casos €n que a = 1, es decir, ecuaciones de la forma

¥+ bhx+ec=10

lo cual permite resolverlas mas rdpidamente, pues la formula general para encontrar
las soluciones se simplifica para quedar asi:

i

| )5 + 122 —9=10

gx—6x+9=0

b+ VB —dc
|

Resuelve las signientes ecuaciones en tu cuaderno, aplicando la formula general,
b3 —6x+4=0

3¢ -T2 +2=0

e -3x+5=0 B4+ 7x+3=0

Habrés notado la singularidad de las ecuaciones ¢ y €), por el nimero de sus
soluciones, y también te habris dado cuenta, al aplicarles la férmula general, que
el mimero de soluciones depende del valor del discriminante. Revisa v compara
ese valor en las ecuaciones a) —[) y completa las siguientes afirmaciones.

Si el valor del discriminante es , la ecuacion tene una solucion.

51 el valor del discriminante es a cero, la ecuacion tiene dos soluciones.

51 el valor del discriminante es a cero, la ecuacion no tiene solucion.

Compara tus respuestas con las de otros companeros y si no coinciden, discittanlas
y corrijan los posibles errores.

A las soluciones de una ecuacion cuadratica también se les llama raices, asi que
cuando una ecuacion tiene una solucion repetida, como la del inciso ), se suele
decir que tiene una raiz doble.

Lo anterior ocurre cuando, al aplicar la formula general, las operaciones realizadas
al tomar €l signo positivo de la raiz cuadrada producen el mismo resultado que
cuando se toma el signo negativo de ella: ambas soluciones son iguales, es decir,
se tiene una raiz doble.

Una aclaracién importante es que cuando se dice que una ecuacién cuadratica no
tiene solucion, se estd refiriendo a los niimeros reales, va que en éstos no existe
raiz cuadrada de nimeros negativos.,

II. En la siguiente tabla, escriban los valores de a, b y ¢, calculen el valor del
ﬁ ‘ discriminante v anoten el niimero de soluciones de cada ecuacién.

Ndmero de
soluciones

Valor del
discriminante

Coefidentes y término

Eqmcinn independiente

2%x*—Bx+2=0 b=

Ex?+ 9%+ 7=0 b=

6x*+8x+2=0 b=

¥ +8x+16=0 b=

¥ —10x+25=0 |b=

Tx2+10x+3=0 |b=

¥ +lde+ 49=0 |b=

Comparen sus respuestas con las de otros equipos v, con la avuda de su profesor,
climinen las diferencias.

II1. Una vanante de las ecuaciones cuadraticas es la que ocurre cuando no tienen
término independiente, es decir, cuando ¢ = 0. Resuelve las siguientes.
a) 3¢ = 21x b)2¢ -x=0
52+ 5x=10 d) 3(x* + 8) = 24— 15x

En estos casos, es recomendable escribir las ecuaciones en la forma ax* + bx = 0,
si es que no lo estan, y factorizar x, es decir, escribirlas como producto de dos
factores, uno de los cuales es x.

Por ejemplo
10k + 22 =0
-1k =10
x(x—10)= 0

En este tipo de ecuaciones cuadréticas, una de las soluciones siempre es .

Zpor qué?

Compara tus respuestas con las de omros compafieros v, con la ayuda de su
profesor, corrijan las diferencias y aclaren las dudas.

Hoja de cilculo
para resolver
ecuaciones

cuadraticas.
Anexo 4,
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Completar el cuadrado II1. Desarrollen la operacion indicada:

Problemas y variantes de ecuacdiones de segundo grado I ’

Los problemas que consisten en encontrar las caracteristicas de un rectdngulo,
proporcionan una excelente oportunidad para aprender a plantear algebraicamente
una sitnacion expresada en lenguaje natural.

Resuelvanen su cuaderno los siguientes problemasy luego comparen su planteamiento
con el que aqui se muestra.

I. Un terreno rectangular mide 2 m mds de largo que de ancho v su drea aumenta
| | | 70m* cuando el ancho se triplica. <Cuéles son sus dimensiones? Consideren solo
E la raiz positiva de la ecuacion.

Ancho = x
Largo =
Area inicial =

Triple del ancho =
Area inicial mas 70 m? =

Area modificada al usar el triple del ancho =

El planteamiento del problema requiere igualar €l 4rea inicial mas 70 m? con
¢l area modificada al usar €l triple del ancho. Luego de hacer las operaciones
pertinentes en dicha igualdad, se llega a una ecuacién cuadrdtica de la forma
¥ + bx + ¢ = 0, que se resuelve con la férmula general. Es pertinente aclarar que

al triplicar el ancho, el largo original del terreno no se modifica. V.

Al desechar la solucion negativa, solo queda x = 5. ﬁ

II. Ladiferencia entre las areas de estos terrenos es 56 m*. Encuentren el perimetro

d | del terreno cuadrado.

x 2x +1

a)(x+ 47 =

b)(a + 97 =

iy + 6F=

Ahora hagan la operacion inversa:
dix® +10x+ 25 = ( + i
ey + 18y + 81 = + 3

Una ecuacion cuadratica puede presentarse como el desarrollo incompleto de un
binomio al cuadrado. Por ejemplo,

L4+ =27

Para resolverla se aplica la técnica de completar el cuadrado:
Primer paso: P4 b+ 3F=27+3
x4+ 3F = 36
(x + 3) = V36
¥+ 3==x6
Xx=-3+x6
Soluciones: X=__ , %=

<Cémo se determina el nimero cuyo cuadrado se agregd en el primer paso?

En general, si una ecuacion tiene la formax® + bx = ¢, para completar el cuadrado
el nimero que debe agregarsele es (_]3

En su cuaderno, resuelvan las siguientes ecuaciones con la técnica de completar
¢l cuadrado v, al terminar, compruehen las soluciones sustituyendo sus valores en
la ecuacion original. Finalmente, anoten la ecuacion con el cuadrado completo y
las soluciones en las celdas correspondientes de la tabla.

Ecuacidn Ecuacidn con el cuadrado completo Soluciones o raices

¥ +12x =13 (x+8)*=49
1l —32=0
¥ +er=7

¥ +8x =33 Xp=3 =il

¥ +10x=0

¥ +16x—17=0

Comparen sus respuestas con las de otros equipos v, con ayuda de su profesor,
discutan las diferencias v aclaren las dudas hasta que todos estén de acuerdo,




Problemas sobre semejanza de figuras

Lectura de fotograhas, planos y figuras a escala

I. Lailustracion de la izquierda es una fotografia satelital de la escuela secundaria
a la que asiste Roberto. Sabemos que la cancha de futhol {que estd remarcada en
ﬁ la fotografia) mide 45 m de ancho.

cPodemos estimar el largo de esa cancha vy las medidas de otras
instalaciones de la escuela?

En la fotografia, el ancho de la cancha mide 2.6 cm v el largo 4.2
cm, aproximadamente. Puesto que las medidas de la fotografia son
directamente proporcionales a las medidas de los objetos reales, con
estos datos podemos plantear la signiente proporcion:

2.6 cm 4.2 cm

45m X

Estimar.

Usando productos cruzados, obtenemos:
¥2.6 cm)=45mx*x4.2 cm

Calailar el valer

aproximade de

Despejando x: o,
_ 45mx42cm
== 2.6 cm
x=72T7m

a) El edificio donde Roberto tiene su salon de clases esta marcado con la
letra €. Estimen sus dimensiones.

b)Estimen las dimensiones de otras instalaciones de la escuela de
Roberto, como los edificios marcados con €, @, ®, @ v 6.

¢} Estimen el 4rea del terreno de la escuela de Roberto.

d) Comparen sus resultados con los de otios equipos. $i hay diferencias,
analicen por qué vy corrijan lo necesario.

.
=

Complemenio fecnologico

S5i tienen acceso a equipo de computo conectado a Internet
pueden descargar el software gratuito Google Earth, localizar
la pobladén donde viven v buscar algunos sitios como su
caza v su escuela. Tomen las medidas de algunos espacios v
compdrenlas con las que obtienen con el software. Pueden
también usarlo para medir la distanda de su casa a la escuela,
las distancias entre las casas de los amigos, la distancia por
carretera o en linea recta de un lugar a otre yviajarvirtualmente
por los lugares del mundo que les interese.

II. Elplano de la casa de Pedio estd trazado a una escalade 1 cma 15 m.

A

Encuentren el largo v ancho de:

a) Toda la casa

b) La recamara 1

) La cocina

d) El bafio

¢} Comparen sus resultados con otras parejas
del grupo. {Coinciden? En caso confrario,

analicen sus respuestas y, 5i encuentran
algunos errores, corrfjanlos

2.3 on

1.5 cm

)

Comedor

Sala

Cocina

Recamara 2 2 am

el

=t

Bano

"',T

Recamara 1 3 an

Para planear como estimar de manera indirecta la altura de su escuela, Irma usa

el siguiente dibujo:

a) Que datos necesita Irma para poder hacer los calculos correspondientes?

b} £Qué propiedad de semejanza de widngulos debe aplicar Irma para hacer sus

célculos?

¢} Asignen cierta altura a la estatura de Irma y calculen la altura de la escuela.
d) Comparen su procedimiento v resultado con los de otras parejas del grupo.
Probablemente hay diferencias en la estimacién de la altura de la escuela,
analicen los motivos de esas diferencias v lleguen a una conclusién,

La figura de la derecha se ha partido en dos
figuras semejantes entre si, la escala entre
ellas es 1:2. {Puedes partirla en dos figuras
semejantes, pero no iguales? <Qué escala
tiene tu resultado?




Problemas sobre congruencia y semejanza de triangulos (1)

Estimacion de alturas usando semejanza

Luis va a estimar la altura de su casa v se propone aplicar tres procedimientos
diferentes.

I. Consideren que Luis mide 1.68 m de estatura y que sus 0jos estdn & cm abajo de
| la parte superior de su cabeza. El se encuentra a 6.90 m de la base de su casay el
angulo desde el cual ve la esquina més alra de la casa mide 30°,

a) En su cuaderno copien a escala el
esquema anterior.

bj Para facilitar la comunicacién entre los

g miembros delequipo, coloquen literales

en los vértices del widngulo que van a

P ¥ usar para resolver el problema.
gk [ ¢} £Qué altura obtuvieron para la casa de
oae ] Luis?
G d) Comparen su esquema y su solucion
1.60 m " con otros equipos. Si hay grandes
n diferencias analicen las causas v corrijan

lo necesario.

6.90 m
e} §i se proponen usar el procedimiento visto en esta leccién para calcular alturas
inaccesibles, con el apoyo de su maestro de ciencias investiguen como medir
el angulo que se forma entre la honzontal a la altura del ojo v la linea que une
el ojo con la esquina superior de la casa o del objeto cuya altura quieran medir.

. Luis ve el punto mas alto de su casa en un espejo que esta a 2.80 m de sus pies v a 9.50 m de la base
de su casa. Luis sabe, por su clase de fisicade 20. grado, que al reflejarse laluz en el espejo, el angulo
de incidencia @ es igual al dngulo de reflexion @.

a) Anoten las literales a usar en los vértices de los tridngulos.
b} {Pueden plantear algunas razones entre los lados de

es0s triangulos?, dcudles?
| ©) ZPuede plantearse una proporcion donde la altura de

la casa sea la incognita?, dcudl? ,
d) Después de hacer los caleulos, cqué altura
obtuvieron de la casa?

1.60 m

280 m 980m

II1. A cierta hora del dfa, la casa de Luis proyecta una sombra de 7 m. :
E | Alamisma hora, Luis proyecta una sombra de 2.10 m. "

Con estos datos, estimen la altura de la casa de Luis.

2.10m im

Antes de hacer calculos, pueden plantearse algunas preguntas:

a) ZLa altura de la casa de Luis serd mayor o menor que la longitud de su sombra?
Den argumentos que justifiquen su respuesta.

b} <Pueden construir algunas razones entre los lados de los tridngulos?, Zcudles?
¢) <Pueden plantear una proporcién con estas razones?, <cudl?
d) Después de hacer los cdlculos, Zqué altura obtuvieron de la casa?

V. El dia que Luis cumplio 15 anos, le tomaron esta fotografia junto a su casa.
Sabemos que entonces Luis medfa 1.65 m de estatura. Con este finico dato, dserd
d posible estimar la altura de su casa? Podriamos preguntarnos:

a) 2Qué partes de la fotografia necesitan medir?

b} Encuanto han tomado las medidas necesarias, pueden construir

algunas razones con ellas?, dcudles?

¢) Con estas razones, Lpuede plantearse una proporcion, en donde

la incognita sea la altura de la casa?, dcudl?
d} £Qué resultado obtuvieron para la altura de la casa de Luis?

W)
n

V1. Usen los procedimientos tratados en esta leccion para estimar la altura de un

‘ objeto inaccesible de su escuela. Puede ser el astabandera, un arbol, el tablero

d de basquetbol. Varios equipos pueden elegir el mismo objeto v cuando hayan
calculado su altura contrasten sus datos, sus procedimientos v sus resultados.

VII. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccién con otros equipos v
d ‘ corrijan lo necesario,




Problemas sobre congruencia y semejanza de triangulos {2} II1. Un tercer procedimiento para resolver este problema es colocando el punto € de
Uso de la semejanza para estimar distancia ﬁ ‘ manera que el tridngulo ABC que resulte sea un triangulo isdsceles.

Usen la informacion que se da a la derecha de la figura para calcular el largo de

I. Para calcular de manera indirecta el largo A8 de una laguna, se hizo el siguiente la laguna.
| | esquema, en el que se seleccioné un punto C, desde donde pueden observarse fu__/—-,_wf*\_ﬁ.\% )
los puntos Ay B. .‘".: i s
. am ‘3f—\,/*u/ﬂ“7/ AC=8m BC=80m
A i S, © \ # AD=50m BE=50m
\i_/x'ﬁ/_\l_f/ L'?\\—/vk DE =35m
A 2 . 4
60 m \\\ - /f,EU m \\\,_,/
L. P .
N /"I-— . - . .
Loy a) De acuerdo con los datos que se proporcionan, dqué triangulos semejantes

pueden usarse para encontrar la longitud del lado AB?

Para trazar los lados AC y BC se usaron cuerdas de manera que quedara definido bj Escriban las razones entre los lados correspondientes de estos triangulos.

el A A4BC.

a) En su cuaderno, tracen a escala el 1 ABC. ¢) Después de hacer los célculos, £qué resultado obtuvieron para el largo de la
b} <Qué escala usaron para trazar el AABC? laguna?

¢) ¢Qué resultado obtuvieron del largo de la laguna? d) Comparen sus respuestas con las de otros equipos. 51 hay diferencias analicen

dj Probablemente en otros equipos usaron una escala diferente a la suya, aunque el porqué y corrijan lo necesario.

el resultado del largo AF que calcularon debiera ser parecido, Comparen su
resultado con otros equipos. Coinciden? $i no coinciden analicen las razones

y cormjan lo necesario. G . :
IV. Un procedimiento mds para resolver el mismo

| | problema es usando un esquema como el de la i diiie. __dih .
II. Otra manera de abordar el mismo problema es trazar triangulos semejantes, E derecha. L s “““x )
| | como se muestra en el esquema de la izquierda. ' Bl &
E a) Construyan un 2 EDC semejante al A ABC. o
aj Tracen en su cuademo un esquema como éste, b} <Qué dimensiones le dieron al triangulo ¥
Prolonguen los lados AC y BC del A ARC para razar EDCT? o
g = ab i "‘31 ﬁ’EDC sgmejante 31 anterior. ¢) Establezcan las razones entre los lados corres- ,/
'\r__lﬂ\_f_m/,_\_\__f b) ¢Qué longitudes le dieron a los lados €D y CE del pondientes de los wridngulos semejantes v ha- /.»"
5 /,/ LA EDC para tener un triangulo semejante al S ABC? gan los célculos para obtener la longitud A8. P
60 m R /’/SO m D = JCE = ,/’
\\.”—“}/ c| Establezcan las razones entre los lados del /A ABC v d) ¢Qué resultado obtuvieron para el largo de la {- %
; el AEDC. laguna? v
/,/ \-.\ d) Luego de hacer los cdlculos, dqué resultado obtu- €) Comparen sus resultados con otros equipos. /,-f’
i’/ “'\ vieron para ¢l largo de la laguna? 51 hay diferencias, analicen el porqué y Fd 3 —
D E DL | |E

corrijan si fuera necesario.

e} Probablemente otros equipos usaron otros datos
para construir €l /A EDC, aunque la longitud de 4B
debe resultar igual en todos los casos. Comparen
su resultado con otros equipos, si hay diferencias
analicen el porqué y lleguen a un acuerdo.

V. En esta leccién resolvimos el mismo problema usando diferentes procedimientos
4o | Y recursos, como muestra de la variedad de puntos de vista que se pueden tener
para enfrentar una sitacion problemédtica. Exploren otra manera de resolver este
mismo problema vy, si la encuentran, exponganla ante el grupo.




Teorema de Tales

Lineas paralelas que cortan a dos lados de un trigngulo

En la siguiente figura, el A ADE estd superpuesto en el AABC v los lados DE y BC
son paralelos.

Q.

A
A Para visualizar mejor los dangulos,

5 . prolongamos los lados DE v BC.
DA\ B T

___3\ .(_7;_*‘."_{%-_5________

a) Qué relacion hay entre los angulos 1 v 37 ZY entre
los angulos 2 v 47 £Como justifican esas relaciones
entre ambos angulos?

b) De acuerdo con las respuestas anteriores, dcomo son el A ADE y el A ABC?

Justifiquen su respuesta.

¢) Conforme a esta iiltima respuesta, {son proporcionales los lados de ambos
tridngulos? Por lo tanto, las razones entre los lados correspondientes
son iguales:

Midan y anoten las medidas de los lados de ambos triangulos y verifiquen que las
razones entre los lados correspondintes son iguales:

AD
L :
AE_ .
= -
§ o . B
BC ~ A e

2] El resultado anterior se puede resumir en el teorema de Tales, que establece
lo siguiente:

Si en un triangulo dos de =us lados son cortados por dos rectas paralelas, los

segmentos correspondientes que determinan son proporcionales.
A

En simbolos {completen):

En el AABC, si AB v AC son cortados por
DE yvBC, con DEIESC. entonces .
AD el xC .

-~ AC

Con apovyo de su profesor, analicen este resultado y coméntenlo entre todo el grupo.

II. En las siguientes figuras, el segmento que corta los lados de cada trdngulo es
E .| paralelo al tercer lado. Apliquen el teorema de Tales para calcular la longitud del

| segmento marcado con x. T
A o ’j‘ N
1 T BN
a) ey S\ b) e " 9 /N
By 13 F i t\\
12//,' : 4 \-x /,/;,,-*‘f | J|:{:{ff b 1%
’./". ..1 Jr"f // 1 /rlp) B 5
//_/ \\ "/i/l/ } / / '{\\
; '\. F/ 4 ™,
r \\P ~ . / £ \\\ g
r = /: '3
II1. En la figura de la derecha, investiguen qué ocure si la 4
i paralela al lado BC se traza en la prolongacion de loslados A
A AB v AC del NABC. CELAAED v el AAABC son semejantes? 4
Justifiquen su respuesta. \\
B
B B C
IV. siDENBC, expliquen por qué es valido cada paso del signiente razonamiento.
o A8 _AC
o T
Puesto que AR =AD 4+ DB
y AC = AE + EC
A
—— AD + DB _ A+ EC
AD AE .
AD DB _AE EC / -
AD tAD = aE Y AE 2 ~
B B ¢

s, DB EC
A+ ap =X+ 35
D8 _ EC
AD — AE
Analicen este resultado y coméntenlo con el resto del grupo.

V. Apliquen los resultados obtenidos en las actividades III v IV para calcular la
.| longitud del segmento marcado con x, considerando que en cada tnangulo el
A segmento que corta a dos lados o a su prolongacion, es paralelo al tercer lado.

4 B N
A .

VI. Comparen sus respuestas de las actividades II, III, IV v ¥ con otras parejas.
E | Corrijan si fuera necesario.




Reciproco del teorema de Tales

¢5abes en que consiste el reciproco de un teorema?
[. Un teorema es una expresion de la forma “si a, entonces b”, donde a es la
| condicién para que se cumpla b,

El reciproco del teorema “Sia, entonces b” es “Sib, entonces a”.

En simbolos, el teorema de Tales establece que:

SiAR y BC son cortadas por DE yBC, v pEllsc,
= AD _ AE A
el AB ~ AC vl
Y su reciproco establece que: o/ [ \=

SiAB y BC son cortadas por DE yBC, i \ g’f; -

y AD_4E , ¢
AB  AC : 3
entonces DE| BC .

En la leccitn anterior estd enunciado el teorema de Tales para un /4 ABC cualquiera.
Usenlo como modelo para redactar en su cuaderno el reciproco del teorema de Tales.

II. Usen el reciproco del teorema de Tales para comprobar que los segmentos DE y BC

| | son paralelos. A
E ! 4, \vs
Sugerencia: Verifiquen que el /A ADE DLk
y el /A ABC son semejantes, por lo 74 \
tanto, los dngulos correspondientes v i 1
son iguales. Fd \\

B c

III. En cada caso, apliquen el reciproco del teorema de Tales para comprobar que
| DEllBC. “
A
DA

P _ /
4 B f i /6

& E 15

- B

IV. Comprueben que los segmentos AB, DE v FG son paralelos entre si.

V. Enlasiguiente figura, de los segmentos DE, EF v DF, dcudl es paralelo a uno de los
E , | lados del MABCT Justifiquen su respuesta.

A

\\V/’
B

¥I1. Hagan los trazos necesarios y tomen las medidas que hagan
| falta para verificar que los cuatro postes son paralelos.
A Describan su procedimiento v justifiquenlo.

1 3 2
VII. Comparen sus respuestas de todas las actividades de esta leccion con otras parejas
| de compafieros. Si en algunos casos no coinciden en sus resultados, revisen sus
A procedimientos v corrijan lo necesario.




Aplicaciones del tearema de Tales

Como dividir un segmento en partes iguales o en partes proporcionales

[. Para dividir un segmento A8 en cinco segmentos de la misma longitud, sin usar

| regla graduada, se siguieron los siguientes pasos:

B B A 9 B A g B
AT e e G
AT N i
A ‘.I _J_-"":I_‘ '-_I. '._\ -\
) =" '4"1 \u i1 .‘\ .\l i I I I i
L] T ] T ] 1 L) T T T T 1
a g A 9 B A 9 B

a) Analicen lo que se hizo en cada paso para dividir el segmento A5 en cinco
partes iguales.

b) Un compafiero explique a otro, al mismo tiempo que hace los trazos, cémo
dividir en tres partes un segmento de cualquier longitud, sin usar regla
graduada,

¢j Ahora, el segundo companero explique al primero como dividir un segmento
en siete partes iguales.

d) Escriban en su cuademo las instrucciones para dividir un segmento en cuatro
partes iguales, sin usar regla graduada, v argumenten por qué es vilido este
procedimiento.

[I. Otra manera de dividir un segmento en partes iguales es usando una hoja rayada
| de su cuaderno. Si requieren dividir el segmento 45 en cuatro partes iguales
A ! pueden hacer lo que se muestra en las siguientes figuras:
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Explica a un compafiero qué hacer, usando una hoja rayada, para dividir un
segmento en dos, tres, cinco, seis partes ignales. Justifica este procedimiento.

II1. Algunas costureras tienen trazadas en su mesa de trabajo lineas paralelas a la
. | misma distancia, para facilitarles poner las marcas donde irdn los botones y ojales
A en las camisas que fabrican.

Una costurera decide poner seis botones en
unacamisa, distribuidos de manera uniforme.
Para ello hace una marca en el lugar donde
ird el primer botén y otra marca donde ira el
tltimo botdn, luego hace coincidir la primera

marca con una de las lineas paralelas v la

ultima marca con una sexta linea paralela

de la mesa. Para terminar, hace marcas en

los puntos intermedios donde cruzan otras
cuatro paralelas,

aj Marquen sobre el dibujo de la camisa
dénde irian los botones intermedios.,

b} Justifiquen por qué es vilido el
procedimiento de la costurera.

IV. La siguiente ilustracién muestra una reshaladilla de un parque de juegos para
| ninos. Calculen su altura h.

yol

V. Sin usar regla graduada, dividan el segmento A5 en dos partes, tales que la
E . | razén entre las medidas de esas partes sea %, es decir, encuentren un punto P

AP _ 3
entre A v B tal que PR 1

A B

V1. Comparen sus respuestas de las acuvidades IV v ¥V con las respuestas de otras
| parejas del grupo. <Coinciden? $i no es asi, analicen por qué v cormijan lo
A necesario.




Construccién de figuras homotéticas (1)

Razon de homotecia y centro de homotecia

I. En las lecciones 32 a 37, estudiamos la traslacion, la reflexion y la rotacién de
.| figuras, las cuales son transformaciones que conservan la forma vy el tamafio
A de las figuras originales. En ésta v las lecciones siguientes estudiaremos una
transformacion que conserva la forma, pero aumenta o disminuye el tamano de

las figuras: la homoteda.

Para tener una idea de lo que es una homotecia, piensen en un proyector de cine,
donde el centro es el foco del proyector, considerado como un punto, la figura
original estd en la cinta de celuloide v la figura transformada se ve en la pantalla.

aj En su cuademo, tracen un /A ABC v un punto 0, al que llamaremos centro.
{El punto O es como el foco del proyector y el £ A5C como la figura que se

provectard en la pantalla).
&
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b) Tracen una recta que pase por Q y el vértice A. Para encontrar A' midan la
distancia (04 v sobre esta recta, a partir de 0, marquen el punto A’ al triple de
la distancia QA.

¢} Tracen la recta 05. Para el punto 5" midan la distancia 08 v sobre esta recta, a
partir de @, marquen el punto 5 al triple de la distancia OB.

dj Para el punto € hagan lo mismo.

e} Unan los puntos AB°C". El A AB°C’ es la figura homotética del AABC.

) Asimple vista, parece que el AABCy el AA'B'C' son semejantes. LC6mo podrian
comprobarlo?

II. Apovados por su profesor, analicen entre todo el grupo la manera como se hizo
o | laconstruccion de la figura homotética en la actividad I. Usando el reciproco del
teorema de Tales justifiquen por qué el AABC v el AASC son semejantes.

ot

II1. Enla figurade la actividad I, por la manera como se hizo la construccion, tenemos

J |que:
K o o8 _ oc

04 =3 o5 ~ 3 B
En ese caso, se dice que la razén de homoteciar es 3.

a) Completen la figura homotética del /A PQR, con centro de homotecia Qyr = 2.

b) Midan los lados del /A PQR vy los del /A P'Q°R". 4Qué relacién hay entre ellos?

¢} ZQué relacién encuentran entre la razon de homotecia y la longitud de los

lados de la figura homotética?
d) cHay alguna relacién entre el trazo de figuras homotéticas y el trazo de figuras

a escala? Justifiquen su respuesta.

I¥. En cada uno de los siguientes geoplanos, tracen la figura homotética con centro
en O y razén de homoteciar,

L I
L e
* ]
L
7 |
& L
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A
L
-

*

L

oe
e
o

V. Comparen sus respuestas de las actividades III v IV con las demds parejas
de companeros. §i hay diferencias, analicen las razones vy corrijan lo que sea
necesario.




Construccién de figuras homotéticas (2)

Razones de homotecia fraccionarias y negativas

11.

c) Comenten con otros equipos de companeros como trazaron los tridngulos
homotéticos en a) y b) v justifiquen su procedimiento.
d) Cuando la razén de homotecia es menor que 1, <cémo es la figura homotética

respecto de la figura original? Justifiquen su respuesta,

¢] Hemos usado razones de homotecia mayores que 1 y¥ menores que 1.

* Silarazon de homotecia es mayor que 1, entonces
» Silarazon de homotecia es menor que 1, entonces

* /Qué ocurre si la razén de homotecia es igual a 17

Para responder a esta tltima pregunta, tracen en su cuademo una figura,
definan un centro y apliquen una homotecia cuyarazon sea igual a 1. Comenten
surespuesta v den argumentos que la justifiquen.

Tracen los tnangulos homotéticos de cada uno de los tnangulos ABC, con centro

enOyr:%, _
4)
"i C.
\\.-
L I S L]

¢) Comenten con otras parejas de companeros sus respuestas y justifiquen por
qué en b} la figura homotética resulto asi.

II1. En la siguiente figura, el cuadnlatero original PQRS se amplifico al doble, dando
E . | como resultado la figura homotética P’Q'R'S".

i i

/,/k\ e
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Qf_"__'__'_lf'"'"'"'"'"""'"'"_J_"-""-":T_'-'_"'_'___"_"'_""'_'“'"_'""_"_"_""""" 3

b o i Y =

\ 4 E i .
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Puesto que la figura original v la homotética estan en lados opuestos del centro
0, decimos que la razén es negativa.

a) <Cudl es la razén de esta homotecia?
b) <D6nde estaria la imagen homotética del cuadrilatero PQRS si la razén fuera
-1?

¢} £Ddnde estaria sila razén de homotecia fuera —47

IV. Tracen la figura homotética del cuadrilatero ASCD, con razon de homotecia —IT.
, Elijan el centro de homotecia 0. D
ﬁ o " . k-\.
i @ N
¥

V. En cada uno de los siguientes geoplanos estd trazada una figura ABC v su
E ’ ‘ homotética A'B'C. £Cudl es, en cada caso, la razon de homotecia?

ajs—9 o = b)= =4 Nl
L R D A | 1
o h. | O [i]
nl_. . 0. - -

V1. En todas las acuvidades de esta leccion, contrasten sus respuestas con las de
otras parejas de compafieros. Si hay diferencias, analicen el porqué v con ayuda
de su maestro analicen cudles son las comrectas.

LLL




E | homoteciar.
— — - -~ T =
r : b] _Jz.

Construccién de figuras homotéticas (3)

Beterminacion del centro v la razon de homotecia

[. En cada una de las siguientes figuras, encuentren el centro 0 y la razon de

H
d e
) = y i
- i 14
E E == % / 1 | 2
‘\\ g: \ | -
% ‘-.\_ 1
F ‘~. l".l. T
r= ) I". I
- \i'
b3
9 d) \

a

II. En esta actividad usaremos[_]en lugar de la palabra cuadridtero.

g:f | En la actividad 1, observen que en 4) el [_1DEFC se wansformé mediante la
homotecia con centtoen O yr = 2enel L 1DEF'C. 4Qué razén de homotecia

se requiere aplicar al [_1D'E'F'G’ para obtener el [_1DEFG?

Completen la siguiente tabla, referida a las figuras trazadas en aj, b), ¢ ydj de la

actividad 1.

gpere =2, Cprrer 1= » [CIDERG
pHK —f= » CIHIKE L= » [CIHIK
oldmiNe —I= » MNP —= 5 [CILMNP
q=osr = Eersr T EaE

e) ¢Qué relacion encuentran entre la razon de homotecia que transforma el
cuadrildtero original en el cuadrilitero homotético v larazén que transforma el

cuadrilitero homotético en el original?

II1. De cada una de las siguientes figuras, traza su homotética. En cada caso estin
E . | dados su centro @ y su razon de homotecia r.

IV. Tracen lafigura homotética de los circulos, dados su centro y razon de homotecia.

E ; ﬂ:l
[ ]
o
r=-1
b)
( ;
\‘—’f r=-2
V. En la siguiente figura, DE [ F:{od A

A ‘ Determinen el centro v la razén

de homotecia que transforma:
a) E1/AADE en el AARC

b) El MABC en el MADE V.
£
B A

V1. Compartan sus respuestas de esta leccién con otras parejas del grupo. §i hay
| diferencias analicen el porqué v, de acuerdo con su maestro, expongan sus
A resultados v disciitanlos con el resto del grupo.




Propiedades de la homotecia

II. Las propiedades que no varfan mediante una transformacion se llaman

‘ invariantes. Para analizar las propiedades invariantes de una homotecia, tracen

ﬁ en su cuademo tres paralelogramos v a cada uno apliquen una homotecia, con
centro donde decidan y razén de homotecia un niimero:

Cambio y permanenda en figuras homoteticas

o

Los siguientes pares de figuras son semejantes, pero no todas son homotéticas.

Marquen con f las figuras homotéticas v con x las no homotéticas.

_\
>

Ol | O

-

o

] £C6mo reconocen a simple vista que dos figuras semejantes también son
homotéticas?, es decir, {qué propiedad o propiedades tienen las figuras
semejantes y homotéticas que no tienen las semejantes no homotéticas?

Para responder a esta pregunta, usen las figuras anteriores que serviran para
analizaren lasiguiente tabla las propiedades de las figuras semejantes homotéticas
v de las semejantes no homotéticas.

En la celda correspondiente marquen con /si cumple con la propiedad
considerada y con x si no cumple.

Figuras semejantes y | Figuras semejantesy
homotéticas no homotéticas

Propiedades

Angulos igusles

Lados comespondientes proporcionales

Lados comespondientes paralelos

f} 2Qué conclusion obtienen de esta actividad?

a) Entero mayor que 1
b} Entero menor que 1

¢} Fraccionario entre Oy -1

En la siguiente ilustracion se muestra cémo podria trazarse el caso c).

En las tres ilustraciones que hicieron, analicen cada una de las propiedades
enlistadas en la primera columna de la siguiente tabla. Como apoyo, pueden
plantearse las preguntas propuestas en la segunda columna.

Propiedad por analizar
FIGURA ORIGINAL

Pregunta posible

FIGURA HOMOTETICA

Langitud de segmentas

¢El segmento transformado tiene la misma
longitud que el segmento original?

“Estar entre” dos puntos

JEl punto considerado, “esta entre” los puntos
correspondientes de la figura homotética?

Paralelismo de rectas

élas rectas comespondientes de la figura
homotética también son paralelas?

Pempendicularidad de rectas

¢las rectas correspondientss de la figura
homotética también son perpendiculares?

Colinealidad de puntos

¢Los puntos comrespondientes de la figura
homotética tambign son colineales?

Sentido de los dngulos

¢Los angulos correspondientes de la figura
homotética tlenen el mismo sentido?

En resumen, las propiedades invariantes de una homotecia son:

I11. Comparen sus respuestas de las actividades I v Il con otros equipos v con ayuda
ﬂ ‘ de su profesor obtengan conclusiones.




Proporcionalidad y funciones II. Sobre el tridgngulo rectdngulo isdsceles ABC se coloca una hoja rectangular de

En blisqueda de |z relacion oculta ﬁ ‘ plastico transparente, como se muestra en la figura. =
I. Sobre un plano inclinado se hace rodar una canica y cada segundo su posicion es Sila medida de AP es x cm, el dreade
El la que se muestra en la figura. la region waslapada es y cm®.
0s 1s as 3s 4s

i a) Escriban la ecuacién que relaciona y con x.

& j-QT ; b Anoten los valores faltantes en la siguiente tabla. . _

Om I T A x P c
foly Zm 3k lhr_[_’_?'_|"_r_f_r_I_TQJ_l_

5m 6m 7-’-:‘ x 4 5 10 15 20

¥ 50

Anoten en la tabla de abajo la distancia y recorrida por la canica, después de x

segundos de haber empezado a rodar Comparen sus respuestas con las de otros equipos y aclaren dudas.

x (Hempo) 0 i 2 3 | 4
| II1. Para y = x°, anoten en la tabla los valores faltantes, v en el plano cartesiano
marquen los puntos cuyas coordenadas correspondan a los valores que se

¥ (distoncio)

y
£Cudntos metros suponen que habra recorrido la canica a los 6 segundos? ﬁ muestren en la tabla.
Cuando se asigna un valor a x, el valor de y queda determinado de manera tinica, —4 -3 =2 -1 o 1 2 3 4
por lo tanto, y es de x. 4 g |
El objetivo es encontrar una férmula que represente la relacién de y con x. Y4
1 lg..
S$in embargo, el comportamiento de los valores es diferente en ambas variables, . . T ksl
: <Son suficientes los puntos marcados para = [ | 0
ya que x aumenta regularmente y en cambio y no lo hace. Por lo tanto, se puede 17
: trazar una gréfica exacta? ! 154
afirmar que ¥ (es/no es) proporcional ax. &
=
Parax entre -1y 1, hagan una nueva tabla como Tt
Alatabla anterior se le intercala un segundo renglon. Anoten ahi los valores de x*. la anterior v asignen a x valores que difieran en il
0.1, calculen el valor de y y marquen en el plano Kl
o 1 3 3 a los puntos que tengan esas coordenadas. i |
10t
Unan todos los puntos marcados de acuerdo d
al esquema generado entre los valores —1 v 1 l
de x. B
Ahora, al comparar los valores de y con los de »* se encuentra que v es igual a x* B
multiplicada por La grafica resultante se llama paribola. ' i"
Por lo tanto, y es proporcional a £? v la ecnacion que las relaciona es: Comparen su grafica con las de otros 3
y= %2 companeros vy compruebhen que estén bien N
4 l_.
hec.has' | | | | | | | | -.’_Y
Comparen sus respuestas con las de otros compafieros v si hay diferencias, I EE e e E  EZETRED

disciitanlas y corrijan lo necesario.




La funcidn y = ax? (1) a) Expliquen las diferencias de las nuevas gréficas respecto de la gréfica de y = »2.

Los efectos graficos del coeficiente

EIl.

bjPara las nuevas graficas, Jsiguen siendo verdaderas las caracteristicas

enunciadas en los incisos a) —e) de la actidad 17
Analicen la gréfica de la funcién y = x* de la leccion anterior.
a) 81 x < 0y su valor se incrementa, el valor de y Jaumenta o disminuye? I11. Consideren la ecuacion ¥y = ax* con 0 < a.
‘ a}Si1 < a, deudl es la diferencia de la gréfica respecto del caso en que ¢ = 17
d Escriban dos ejemplos de ecuaciones con 1 < a, hagan las tablas para algunos

bjSi x = 0 v su valor se incrementa, el valor de y Jaumenta o disminuye?
valores de x, (negativos, cero y positivos) y tracen las graficas.

cuando son de signo distinto pero ambos estdn a la misma distancia del origen.

ej La grdfica simétrica respecto al gje y.

AY
Evidentemente, si x = 0 entonces y = 0, es decir, la grafica por el 3+
origen. Ese punto de la grafica se llama vértice de la parabola. *
| ?__
1 5-.
c) El valor de y no puede ser que cero. 5
d) El valor de y igual cuando los valores de x son simétricos, es deciy | 4l
2
| &
L

a3

| | | |
t T t T T 1 1 ¥ T

AN k768 -d-$-3-10 1 1 F 4% & 7 8 yapiiar

II. Consideren las ecuaciones

' = 3x° : ; : ;
d & o Para las nuevas graficas, dsiguen siendo verdaderas las caracterfsticas enunciadas
2 a , en los incisos a) — ) de la actividad 17
Anoten los valores en la tabla, o
Uﬂﬂfn_ las graficas en F‘] plano szl bjSi0 < a < 1, dcudl es la diferencia de la gréfica respecto del caso en que
Ea"te“a“‘_’ ';de ser posible con [ | _ 15l [ | [ a = 17 Escriban dos ejemplos de ecuaciones con 0 < a < 1, hagan las tablas
colores distintos) y contesten las _ \ | | leel [ | IH | | para algunos valores de x, (negativos, cero y positivos) y tracen las gréficas.
preguntas. | |
! 14t —f
v
{ 134 / oA
» | |
X 3 2 1 12t a-
- \ 11 /I —
258 , |
2 e : | gl
-2 I"l 31 / | sl
{ Bt [ | al
=1, ‘ | / :
L 74 i 3
0 \‘. &1 / |2
1 5T f 3]
h T ﬂ__ 1 ‘f T T 1 Il I 'l Il I 'l Il 4 Il I 'l Il Il Il Il 4 ' Il I Il Il Il _J_‘
3 ﬁ*\ o A | | EEEEEaE T T R T A
\ / /
25 1 CTME L i . i :
ol . Para las nuevas graficas, {siguen siendo verdaderas las caracteristicas enunciadas
| ] ] .\‘ "fl ] | | | & rarin P
Tt 4 _3 S>30l 1 3 3 3 é > en los incisos a) — e} de la actividad 17

Comparensus graficas con las de otros compafierosy si hay diferencias importantes
corrijan lo necesario hasta que todos estén de acuerdo v no tengan dudas.




La funcién y = ax?® (2)

El signo y la grafice, unidos

En la leccion anterior analizaron la funcién cuadritica y = ax* con el valor de
positivo, v comprobaron el efecto que produce en su gréfica el asignar distintos
valores al parametro a, por ejemplo, entre 0y 1, v mavores que 1. En todos los casos,
sin embargo, la parabola tenia su vértice en el origen y estaba abierta hacia arriba.

II.

Completen la siguiente tabla, en una hoja de papel cuadriculado tracen la grafica
de la funcién y = —«° de acuerdo a los valores de la tabla v completen los
enunciados que siguen.

X — =3 -2 =1 0 -l 2 3 4

- 9

a) El vértice de la pardbola esta en
b) ¢Hacia dénde se abre la pardbola?
¢} Six < 0y suvalor se incrementa, el valor de y

d) Six > 0y su valor se incrementa, el valor de y

Completen las siguientes afirmaciones v comparenlas con las de la leccion anterior.
e} Elvalor de ¥ no puede ser

fj El valor de y igual cuando los valores de x son simétricos, es decir,
cuando son de signo distinto pero ambos estdn a la misma distancia del origen.

que cero,

) La grafica simétrica respecto al gje y.
Consideren las ecuaciones
y=-2
y=oi
3

Anoten en la tabla los valores faltantes, tracen las graficas en el plano cartesiano
(de ser posible con colores distintos) y contesten las preguntas.

a) &.Cudles son las diferencias de las nuevas graficas respecto de la de y = —*7

b)Para las nuevas grdficas, dsiguen siendo verdaderas las caracteristicas
enunciadas en los incisos a) — g) de la actividad I7

Il i i i I Il I i 1 I i j\y 1 I i K
T T T T T T 7 49
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I11. Consideren la ecuacién v = —ax® con 0 < a.

o

e

a4)S8i 1 < @, cudl es la diferencia de la grifica respecto del caso en que
a = 17 Escriban dos ejemplos de ecuaciones con 1 < a, hagan las tablas para
algunos valores de x, (negativos, cero y positivos) v tracen las graficas en papel
cuadriculado.

b) Verifiquen si las graficas que trazaron conservan las caracteristicas mencionadas
en los incisos a) — g) de la actividad I.

) Si0 < a< 1, dcudl es la diferencia de la gréfica respecto del caso en que
@ = 17 Escriban dos ejemplos de ecuaciones con 0 < a < 1, hagan las tablas
para algunos valores de %, (negativos, cero y positivos) y tracen las graficas en
papel cuadriculado.

d) Verifiquen si las graficas que trazaron conservan las caracteristicas mencionadas
en los incisos a) — g) de la actividad 1.

Comparen sus graficas con las de otros companeros. $1 hay diferencias, discitanlas
y corrijan lo necesario hasta que todos estén de acuerdo y no tengan dudas.

Escriban un resumen en el que, a partir de la funcién y = »* ilustrada con su

grafica.

a) Modifiquen la funcién multiplicando #* por un coeficiente positivo. Analicen
esta modificacién en dos casos, ler. caso: cuando ese coeficiente es mayor
que 1, 2o. caso: cuando es menor que 1 pero mayor que 0. En ambos casos
hagan una tabla asignando valores a la vanable x y calculando los corres-
pondientes a y. En cada caso, tracen la gréfica y describan el cambio que el
coeficiente produjo en la gréfica de la funcién inicial.

b) Modifiquen la funcién multiplicando x* por un coeficiente negativo y también
separen el analisis en dos casos, cuando el coeficiente es menor que -1, ¥
cuando su valor esté entre —1 v 0. En esta segunda parte, la funci6n inicial
debe ser

y=-¥,

es decir, con el coeficiente a = —1.

Comparen su resumen con los de otros equipos v, con la coordinacién de su
profesor, elijan a uno para que exponga su trabajo a todo el grupo.




Lafunciény=ax*+b

Los parametros, la inversion de las variables y sus consecuencias

Una variante muy natural a la ecuacion de una pardbola es la que resulta de sumarle
un nimero ala ecuacidén ¥ = »* con que se inicid este tema.

L B

II.

Escriiban en la siguiente tabla los valores de y para la funcion y = #* + 3, tracen
la gréfica de la funcién v completen los enunciados que siguen.

X -4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4
¥ I 12
¥
1t
2

v

| 1T
=" B
—u._+-.;—\.+4—-u-+u—w+—--—+-_

R W B W Oy
# | +

¥

I |
¥ t

Hh-h-lo-»2-FTE£S5 43240 12 3 45 678 9 001

) Cuando x = 0, el valorde y es

b) El vértice de la pardbola esta en

) La gréfica de la pardbola se abre hacia

d) 51 x < 0y su valor se incrementa, el valor de y
¢) 5i x > Qv su valor se incrementa, el valor de v

fj Elvalor de y no puede ser que 3.

2} La grafica es simétrica respecto al eje

Después de llevar a cabo la actividad anterior, resulta casi obligado explorar el

| caso en que a la ecuacion original y = ¥ se le suma un nimero negativo.
! Examinen, por ejemplo, la ecuacion y = & — 4. Construyan una tabla de valores,

tracen la grafica en su cuademo o en una hoja de papel cuadriculado v repitan y
completen los enunciados de la actividad anterior. (Qué cambio debe hacerse en

el caso del inciso f}?

o

o

V.

Una pregunta que se formula de manera natural después de haber examinado

las dos ecuaciones anteriores es la siguiente: ¢Se alterardn las gréficas de las

ecnaciones en 1 v Il de la misma manera que las de lecciones anteriores si se

agrega un coeficiente a x*7 Para contestar la pregunta, hagan lo que se indica.

4} Enlaecuacion y = ¥* + 3 agreguen a x* un coeficiente positivo que sea mayor
a 1. Construyan la tabla de valores v tracen la gréfica.

bj En la misma ecuacién, agreguen a »* un coeficiente a tal que 0 < a < 1.
Construyan la tabla de valores y tracen la grafica.

En amhbos casos, es recomendable trazar la grifica en el mismo plano cartesiano
en que esté la grafica anterior, de preferencia, usando valores diferentes.

¢) Enlaecuacién y = x* —4 agreguen a x° un coeficiente negativo que sea menor
que -1, Construvan la tabla de valores v tracen la grafica,

d) En la misma ecuacion, agreguen a »* un coeficiente ¢ tal que -1 < a < 0.
Construyan la tabla de valores y tracen la grafica.

En ambos casos, es recomendable trazar la grafica en el mismo plano cartesiano
en que esté la grafica anteror.

Hasta ahora, se han examinado pardbolas cuyas ecuaciones son de la forma
¥y = ax* + b, en las que se asigna de manera arbitraria un valor a la variable x v
¢ste determina el valor de la vanable y. Por esta razon, a x se le llama variable
independiente v a y variable dependiente.

ZQué ocurre si esa relacion entre las variables se invierte?

Examinen la ecuacién x = y*. Completen los valores de la tabla siguiente, en la que
se han asignado valores arbitrarios a y para, en base a ellos, calcular los valores de x.

y -4 \ -3 ‘ =1 . . _
- — ‘ ‘ : | | | ‘

a) En el plano cartesiano de la 44_;5"
derecha tracen la graficacon |
los valores de la tabla. Con- |

|
1

testen las preguntas v hagan j
lo que se indica. . . , X
b) ¢Qué tipo de gréficaresukt6? | 9] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 DU D13 WIS W8I0
¢} Escriban tres enunciados que _21
describan a la gréfica. _ _3+
a4l

En su cuaderno o en una hoja de papel cuadriculado, construyan una tabla de
valores para la ecuacién x» = —y?® | tracen su grifica v escriban los enunciados
suficientes para describirla.
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Graficas rectas y curvas (1)

éQue tan rapido es el cambio?

Pt

Un atleta especialista en correr 400 metros planos entrena de la siguiente manera
a) Camina los primeros 100 m.

b) Trota los signientes 200 m.

¢} Corre los iilimos 100 m hasta alcanzar su maxima velocidad al final.

ZCudl de las signientes gréificas describe su recorrido por la pista?

v v v
30} a0} - - 3}
251 25 | | (N I I a5l
20+ A0 . — . 2
154 55— —— i 154
104 101 . 104
5 o | -
i f—l— ey ettt
1] 100 | 200 | 300 | 400 0 100 | 200 | 300 @ 400 0 100 | 200 | 300 | 400
II. Para realizar un censo, unos encuestadores viajan en camioneta hasta una
., | poblacion ubicada en la sierra. Salen de la capital del estado por una autopista
A y recorren 90 km en una hora, después viajan 60 lan en una carretera vecinal
durante otra hora, para continuar 30 km por un camino de terraceria una hora
mds. Hacer la encuesta a la poblacién les toma 90 minuros v regresan a la cindad
recorriendo los mismos caminos, distancias ¥ iempos que de ida. En el signiente
plano cartesiano tracen una grafica que describa sus desplazamientos, marcando
en el eje vertical la distancia a la que se encuentran del punto de partida y en el
horizontal el tiempo en horas. Luego contesten las preguntas que siguen.
d
n
360+
1o+ a) ¢Quée significa que la grafica suba
3001 mas rdpido en un periodo de
270+ tiempo que en otro?
2404
210+
120—
150l b) dQué significa que la grafica tenga
1ol un segmento horizontal en un
90+ periodo de tiempo?
B0+
30+
ol o5 115 3 25 3 s d a5 s 56 e § 75 ¢

II1. En una alberca vacia se vierte agua durante tres horas y durante la siguiente hora

A

se agrega cloro liguido por un tubo del mismo didmetro que el del agua. En las
siguientes dos horas s6lo se agrega agua v en la siguiente hora se agrega cloro
de nuevo. El agua sigue fluyendo a la alberca dos horas mas, al final de las cuales
queda llena v se cierra la llave.

a) Si la llave del agua se mantuvo abierta hasta el final Jdurante cudnto tiempo

se vertid agua ala alberca?

b} <Durante cudnto tiempo se le vertio cloro?
¢} 51 ambas llaves vertian la misma cantidad de liquido, £cuél es la razon del cloro

respecto del agua cuando la alberca estd llena?

dj En el plano cartesiano, registren en el eje vertical el volumen de lignido
contenido en la alberca v en el eje horizontal el tiempo. Tracen una grafica que
describa el proceso de llenado de la alberca.

Sitomamos en cuenta que en la alberca se vierte 1
s6lo agua o agua y cloro simultineamente, en "
funcion de los distintos periodos de tiempo,
conviene separar estos de la signiente manera:
O<x=3
J<x=4
4<x=6
bsx=s7
T<x=9

€) A la derecha de cada uno de los intervalos de |
valores que toma x escriban una expresion 1]
algebraica que relacione el volumen y con el
tiempo x, suponiendo que la cantidad de agua

-
g
34

48

BEREEX:

se exprese como y = ax vlade cloro se exprese 0
como y = ¢x.
Ij Lagrafica trazada en el inciso d), Ctiene algiin segmento honzontal?

) Justifiquen su respuesta a la pregunta anterior.

Analicen las gréficas vistas en esta leccion y escriban una conclusion sobre la
manera en que deben interpretarse. Completen el siguiente enunciado y témenlo
como sugerencia para redactar su conclusion.

Si se considera a las grificas como indicadores de cambio, la inclinacion que
tengan en un segmento dado proporciona informacién sobre la

con la que se efectiia ese cambio.

Comparen sus respuestas, graficas y conclusion con las de otros equipos y, con la
coordinacién de su profesor, elijan un equipo que las exponga a todo el grupo.

78 008

o




Graficas rectas y curvas (2)

Las caracteristicas de la grafica y lo que revelan

[. El Tiatldn olffmpico es una competencia deportiva en la que los participantes

| | deben nadar 1.5 km, luego recorrer 40 km en bicicleta y finalmente correr a lo

E ! largo de 10 km. Supongan que la natacion se realiza en 30 minutos, €l ciclismo
en 60 minutos y la carrera en 40 minutos.

Tracen una grafica de distancia contra tiempo que describa ese recorrido.

A o
60 k)

50—

40-

204

104

| ! I i 4 L | | : | i L } | | | : | | S

o | 1 | 2 | 3 | 40 | 50 | 60 | 70 | B | 90 | 100 | 120 | 130 |{min)

II. Elvalor absoluto de un niimero es igual a ese mismo niimero, cuando se trata de
| un nimero mavor o igual a cero, pero si el ndmero es menor que cero, su valor
A | absoluto se define como el inverso aditivo de ese nimero.

Estos planos cartesianos contienen cuatro graficas, marquen con / la que
corresponde a esa funcién.

El valor absoluto de un nimero x se denota | x| v la funciény = | x|, de acuerdo
a lo escrito arriba, se define asi:

—|x|"{x si O=»x
= T l=x s ox<0

II1. En una partida de ajedrez, Diego y Ricardo hacen sus primeras 10 jugadas en 2

| ‘ minutos. Para el resto de la partida, usan un reloj doble de tal forma que cada
E participante, después de hacer su jugada, oprime un botén que detiene la marcha
de su relojy echa a andar el de su contrario.

Tracen una grafica que describa el comportamiento del reloj de Diego, después
de las primeras diez jugadas.

Supongan que la partida termina en 40 jugadas v tracen un segmento de recta
con inclinacién de 45 grados para indicar que el reloj estd trabajando.

-
=i

35+

| =X

'ol & 10 15 2D 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100105 11D

IV. En México, la variacién anual en el Indice Nacional de Precios al Consumidor,
cominmente llamado inflacién, se muestra en la siguiente tabla para los afios
2001-2010.

Pot

Meéxico
2002 | 2003 2005 | 2006

5.0

2008 | 2009
1l

4.5

4.0 3.6 53

Los datos de la inflacién anual en Noruega, para los mismos aiios, son los
siguientes:

Noruega

Afip 2002 2003 2005 | 2006 2008 | 2009

Inflacidn t 1.3

2.5 1< 2.3 3.8 2.2

Construyan una grafica que muestre los datos de ambos paises.
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Eventos independientes (1)
Regla del producto

Imagina que tienes tres canicas dentro de una bolsa, dos azules y una roja. Todas son
indistinguibles al tacto.

A

II.

De la bolsa sacas una canica, anotas qué color es y NO la regresas. Sacas otra

| canica y anotas qué evento ocurrid.

a) Se puede hacer una relacién de todas las posibilidades, por ejemplo (¢, @) es el
evento en que la primera canica fue azul y la segunda también. Analogamente

serian los eventos (a, r), (r, &) o {r, r). £Son igualmente probables estos cuatro
eventos? Justifica tu respuesta

b) ¢Alguno de estos cuatro eventos es imposible? Justifica tu respuesta

¢j £Cuél es la probabilidad de que la primera canica sea roja?

d) 2Cuél es la probabilidad de que la primera canica sea azul?
e) ‘Se afecta la probabilidad de que la segunda canica sea azul, si la primera fue

roja?

f) {Se afecta la probabilidad de que la segunda canica sea azul, si la primera fue
azul?

=} El evento, “La segunda canica es azul”, Zse ve afectado por lo que haya pasado

en la primera extraccion? Justifica tu respuesta

Cuando no se devuelve el elemento observado, se dice que se trata de una

| seleccidn SIN reemplazo, como en la actividad anterior. En este caso de seleccion

sin reemplazo:

a) ‘Se afecta la probabilidad de que la segunda canica sea 10ja, si la primera fue
roja?

b) ¢Se afecta la probabilidad de que la segunda canica sea roja, si la primera fue
azul?

) El evento, “La segunda canica es roja”, /se ve afectado por lo que haya pasado

en la primera extraccion? Justifica tu respuesta

I1.

A las dos canicas azules podemos llamarlas a, ¥ @,. Los siguientes diagramas
describen ambas extracciones (una situacion por cada evento elemental) v el

evento observado correspondiente.

\\ r’l \.\ \
\ / b, /
5-{’5“" [L-i ﬂ'rd((!.r’:‘. @ o 0 o 0 @

Evento (& &) (e ) fe, &) (e, r) [ &) {r. &)

Primera extracdn

En estos diagramas vemos que hay seis eventos elementales.
a) £Cudl es la probabilidad del evento (a, a)?
b} <Cudl es la probabilidad del evento (a, r)?
¢} <Cudl es la probabilidad del evento (r, a)?
d) {Cudl es la probabilidad del evento (r, r)?

En esta situacion sin reemplazo, a Ricardo le preguntaron, dcual es la probabilidad

de que la segunda canica sea roja? El razoné asi:

4) Como tengo dos casos posibles, uno asociado a cada evento: “que la primera
canica sea azul” v “que la primera canica sea roja” y éstos son excluyentes, en
cada caso puedo calcular la probabilidad de que la segunda sea roja y después
habré de sumarlas.

ZEs correcto su razonamiento?

v para éstos es valida lareglade la
b) En el primer caso, quedardn una roja ¥ una azul. La probabilidad de que la

Porque si son eventos

segunda sea azul es ; ¥ la probahilidad de que sea roja es

¢} Pero la probabilidad final debe estar afectada proporcionalmente por lo que
ocurrié primero, asi que la probabilidad de sacar primero una canica azul y
después una roja es el producto de las probabilidades que calculé

" =

dj Una vez calculada la probabilidad del primero de los dos eventos excluyentes,
calculd la del segundo, usando un razonamiento idéntico: Cuando saque una
canica roja, quedarin dos azules. La probabilidad de que la segunda sea roja es

¢} Por iltimo, s6lo falta sumar las probabilidades de los dos eventos excluyentes
v se obtiene

— =
) <Esta probabilidad se corresponde con la del inciso b) de la actividad anterior?

Examinen las diferencias de ambos razonamientos v concluvan,

V. Comparen sus respuestas a las actividades de esta leccién con las de otros

E ; ‘ companeros. 5i hay diferencias, expongan sus razones y corrijan lo necesario.




Eventos independientes (2)
Regla del producto

I. Supongamos que tienes tres canicas dentro de una holsa, dos azules y una roja.
Metes la mano v sacas una canica, anotas qué color fue v la devuelves a la bolsa.

ﬁ Vuelves a meter la mano v sacas otra canica ¥ anotas qué evento ocurrio.
a) Podemos hacer una relacion de todas las posibilidades, por ejemplo ¢l evento

{a, a) significa que en la primera extraccion se tuvo una canica azul v en la
segunda también. Andlogamente tendrias los eventos ja, r), (r, @) o (r, r). ¢Son
igualmente probables estos cuatro eventos?

b} Justifica tu respuesta

I1. Cuando se devuelve el elemento observado, se dice que se trata de una seleccién
. CON reemplazo. Veamos esta situacion.
A a) Completen el diagrama que indica la situacion de ambas extracciones (un evento
elemental por cada situacion), y el evento observado que corresponde.

Primera extracdfn @ o

> i
rd
rd
Sceunda extracdon

Evento (& &) ji, aj fa, A

bj {Cudntos eventos elementales hay?

c) £Cuadl es la probabilidad del evento (a, a)?
dj <Cual es la probabilidad del evento (a, r)?
ej ¢Cudl es la probabilidad del evento (r, a)?

f) ¢Cual es la probabilidad del evento (r, r)?
#) cCoinciden estas probabilidades con las que se obtuvieron sin reemplazo en la

leccion anterior?

h) Al extraer la primera canica, la probabilidad de que ésta sea azul es
Sabiendo que es remplazada, Zcudl es la probabilidad de que al extraer la

segunda canica ésta sea azul? . 4El producto de estas dos probahilidades
se corresponde con la probabilidad del evento (a, a)?
i) Veamos ahora lo correspondiente al evento (¢, &), al extraer la primera canica, la

probabilidad de que éstasea rojaes . Sabiendo que es remplazada, <cudl

5 la probahilidad de que al extraer la segunda canica €sta sea azul? .<El
producto de estas dos probabilidades se corresponde con la probahilidad del

evento 1, aj?

III. Hemos visto como calcular la probabilidad de ocurrencia de dos eventos

A

independientes. A esto se le llama regla del producto, la cual podemos enunciar

COMO Sigue:

a) Cuando dos eventos Ay 5 son independientes, la probabilidad de que ocwira el
evento A, simultaneo con el evento 8, es igual al de las
probabilidades de los eventos Ay 3.

b) Podemos concluir que dos eventos son independientes cuando la ocurrencia
de uno no tiene efecto sobre la ocurrencia del otro. Obviamente, dos eventos

que son excluyentes no son eventos

Lanzamos una moneda tres veces, viendo qué cara muestra hacia arriba cada vez.

a) Una vez lanzada, <cudl es la probabilidad de que salga dguda?
b) Lo que salga en cada uno de los lanzamientos, <dependerd de lo que haya

salido en los otros? , porque son eventos
) Al lanzarla tres veces, habra posibles resultados: (4, A, 4), (4, 4, 3),
A5, A),

dj Al observar los eventos elementales del inciso anterior, podemos ver que si la

lanzamos tres veces, la probabilidad de que las tres veces caiga dsuila es

e} <Cudl es el producto de las probabilidades de cada uno de los tres lan-
Zamientos? * * = ‘Este valor coincide

con lo que obtuvieron en el inciso d)? ¢Por qué razén?

fj <Cual es la probabilidad de obtener el evento (4, 5, 57 Calcitlenlo mediante la

regla del producto.
#) Hagan lo mismo del inciso anterior para calcular las probabilidades de (§, 4, §)

yde (5, 5, 4) ¢Los tres eventos donde solamente sale un dguila
son mutuamente exchventes o puede ocurrir uno v otro simultaneamente?

h) Usen los resultados que obtuvieron en los dos incisos anteriores para calcular
la probabilidad de que salga solamente un dguila

i) Calculen la probabilidad de que salga solamente un so! . ¢Este
evento v el evento “sale sélo un dguile” son excluyentes?

j} Usen los dos resultados que obtuvieron en los dos incisos anteriores para
calcular la probabilidad de que las tres veces no salga lo mismo, es decir, no
salgan solo soles o solo dguflas.

k) ¢Cual es la probabilidad de que salgan anicamente dguidas? . &Cual
es la de que salgan Gnicamente sofes? . €Cual es la probabilidad de

que las tres veces salga lo misma?
1} A partir del resultado del inciso k) podemos llegar al resultado del inciso j),

puestoque loseventos son vsus probabilidades
deben sumar




Eventos independientes (3)

Regla del producto y variaciones con el complemento y [a regla de la suma

.-

I1.

Pablo, Miguel v Enrique formaron un trio musical. Ellos se rednen para tocar

| solamente sies en un dia de la semana en el que alguno haya nacido. Supongamos
! que las fechas de su nacimiento sean aleatorias, v que €l dia de la semana en ¢l

que nacio uno cualquiera de ellos no dependio del dia en que nacio alguno de los

/5% 7

a) Supongamos que al lunes le asignamos el 1, al martes el 2, v asi sucesivamente
hasta el 7, que estara representando al domingo. Ademas, formamos una terna
de niimeros con el primero asociado al dia de la semana en que nacio Pablo,
el segundo al dia en que nacié Miguel v el tercero al que nacié Enrique. Por
ejemplo, la terna (1, 6, 2) equivale a decir que Pablo nacié en lunes, Miguel en
sabado y Enrique en martes, v la terna (1, 2, 6) es diferente porque aqui se dice
que Miguel nacié en martes y Enrique en sidbado. /Cudntas ternas diferentes de

dias de la semana podemos asociar con ellos? Esta cantidad representa
al total de eventos v, en este caso todos tienen la misma
de ocurrir.

b) {Cuél es la probabilidad de que todos hayan nacido el domingo?
So6lo hay una terna del total de ternas posibles. {5e corresponde esta probabili-

dad con la calculada s1 utihizamos la regla del producto?
¢} $i en el inciso anterior cambiamos la palabra domingo por lunes, Zcambiaria el

resultado de la probabilidad? . Justifiquen su respuesta.

d) Los eventos “los tres nacieron en domingo” v “los tres nacieron en lunes”, {son
eventos exchiventes?

¢) (Cual es la probahilidad de que todos hayan nacido el mismo dia?

Contnuamos con el trio musical que forman Pablo, Miguel v Ennique.

| a) ¢Cual es la probabilidad de que dos de ellos hayan nacido en domingo v el

tercero en otro dia de la semana? Observa que hay tres casos en esta situacion,
uno para cada persona, considerando que ésta nacio en disonto dia que los
otios dos, ademads de las seis posibilidades del dia en que pudo haber nacido.

b} Si en el inciso anterior cambiamos la palabra domingoe por lunes, {cambiaria
el resultado de la probabilidad? . Justifiquen su respuesta.

) Los eventos “dos de ellos nacieron en domingo v el tercero en otro dia de
la semana” v “dos de ellos nacieron en lunes vy el tercero en otro dia de la

semana” son eventos excluyentes?
d) £Cuél es la probabilidad de que dos hayan nacido el mismo dia de la semana v

¢l tercero en otro dia distinto?

II1. Hagamos uso de las probabilidades de lo eventos ya calculados con el trio de
‘ Pablo, Miguel y Enrique.

d a) El evento “Al menos dos nacieron el mismo dia de la semana” incluye a los
eventos excluyentes “Los tes nacieron el mismo dia® v “Dos nacieron el
mismo dia de la semana v el tercero en otro dia distinto”, ya calcnlados en las
actividades [ y I, por lo tanto, la probabilidad de que “Al menos dos nacieron

el mismo dia de la semana” es
) El evento “Los tres nacieron en diferente dia de la semana” es el complemento
del evento que calculamos en el inciso anterior, por lo tanto su probabilidad es

IV. En ocasiones, basta contar cindadosamente los eventos a favor de un evento
particular o los del evento complementario a éste.

d a) Para contestar “Zcudl es la probabilidad de que cuatro personas hayan nacido

en diferente dia de la semana?”, primero contaremos todas las posibilidades

que tendria la cuarteta, cada una tiene 7 posibilidades v entre las cuatro las

posibilidades serdn 7 X 7 X 7 x 7 = , PET0 51 qUETEmMOS que
todas havan nacido en un dia diferente, vemos que la primera persona tiene 7
posibilidades; pero la segunda tiene s6lo 6, pues debe ser un dia diferente del
que nacié la primera; similarmente, la tercera persona solo tiene 5 posibilidades
y la dltima tiene 4. Asi, para que todos havan nacido en un dia distinto de la
semana se tienen 7 ¥ 6 % 5 ¥ 4 = posibilidades, por tanto,
la probabilidad de que cuatro personas havan nacido en diferente dia de la

semana es
bj Para contestar “¢Cudl es la probabilidad de que, de cuatro personas, al menos
dos hayan nacido el mismo dia de la semana?”, podemos ver que este es el

evento complementario de

Por lo tanto, la probabilidad pedida es 1 — =

V. Comparen sus respuestas a las actividades de esta leccidén con las de otros
ﬂ ‘ companeros. $i hay diferencias, expongan sus razones ¥ corrijan lo necesario,




i

III

Evaluacion tipo Enlace
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Un cuadrado se transforma en rectingulo reduciendo dos de sus lados paralelos
en 5 cm v extendiendo los oros en 6 cm. El drea del rectdngulo resultante es de
102 cmé. Encontrar la medida del lado del cuadrado original.
a9m b) 10 m 1l m dj12m
Las soluciones de la ecuacién x* + 2x — 24 = O son
a—2y12 bjd4v -6
c)-12y2 d6y—4

Si x es €l primero de tres nimeros enteros consecutivos v cada uno se eleva al
cuadrado, la suma de los cuadrados es igual a 194. La ecunacion necesaria para

A

determinar los niimeros es una de las siguientes:
3% -6x+189=10
b2 +2x-63=10
¢ 3Z + 6x+ 189 =10
dj ¥ —2x—63 =0

Calcula la altura del astabandera.

aj bm -
bj 8 m S
¢ 8.33m
dj15.25 m

2.20 m

11 m

En la siguiente figura, las rectas @ v b son paralelas, AB = 20, AD = 8, AC = 28.
Calcula la medida de AE. M, S

a)11.2 LT

b) 12 -
¢ 136 \ i
d) 14 % .

=%

En la siguiente figura, la razon de homotecia es:
a) -2 [
b] _-l * L
o1
d) 2

b)

7. Enelsistema de coordenadas, las gréficas [, 1 y Il representan a y = x*, y = 2x*

¥ i
yy= -"‘2-, aunque no necesariamente en ese orden. El orden correcto es:

Al Myl ya | ] Il
b) LIy I
o I 1lyI
d) I, 1y 1.
0 g

8. Ramodn tomd su automaovily partio del DF rumbo a Morelia, que queda a 309 km de

distancia. Se detuvo una hora en Toluca, que dista 70 km del DE, para desayunar y
reanudé su viaje. Sin embarg o, una hora después de que salié de Toluca, se percatd
de que habia olvidado su teléfono en el higar donde desayund, asi que tuvo que
regresar por ¢l. Afortunadamente le habian guardado su teléfono, lo tomo, dio las
gracias y continud su viaje. En el eje vertical del sistema de coordenadas se senala
la distancia que hay al DF, v en el eje horizontal el tiempo transcurrido desde que
Ramén salio del DE £Cudl de las graficas representa mejor el viaje de Ramon?

A d

L
3-'}0"|rkm} |

b)
004 |

100+ 100+

9. Laregladel producto de las probabilidades se puede aplicar:

a} con cualquier par de eventos

b} solo si son eventos complementarios
¢} s6lo si son eventos independientes
d) s6lo si son eventos excluyentes

10. Javier tiene diez cartas numeradas cada una con uno de los digitos 0,1, 2, 3, 4,5,
6,7,8v 9. Sisacados cartas al azar, Zcudl es la probabilidad de que ambos digitos
sean pares? (Si, el 0 es par)

9 P
AT %5

S s
990 9-3




Evaluacion tipo PISA

Porterias para la cancha de futbol §

Juan y sus amigos cursan el tercer grado de secundaria v han decidido constiuir Mimero | Medidade | Cantidad detubos de PVC | paterial
porterfas para su cancha de futhol. Investigaron que en las porterias profesionales de piezas | cada pieza P sobrante
el ravesafio mide 24 pies (7.32 m) v los postes 8 pies (2.44 m). Usardn tubos de PVC

Tipo de pieza

it Travesafio
para construirlas. Estos se venden en dos modalidades: 6 m v 2 m de longitud, cuyo
costo es de $90 y §35 respectivamente. Por supuesto, pueden pedir que se los corten Paste 4 2m
al tamafio que deseen. Tubo soporte im

Trama transversal

Como ann estan creciendo, no quieren una porteria tan alta; por ello acordaron que los

postes tengan 2 m de longitud. Para instalar la red, requieren ademés colocar en la parte Total
superior de cada poste un tubo de soporte horizontal de 1 m v un tramo transversal
cuyo apoyo esté a 2.5 m de la base del poste, como se muestra en la figura . 3. JCuanto dinero necesitan para las dos porterias en la opcion que eligieron?
Forteria vista de perfil Porterfa vista de frente 4. Como el balén que ellos tienen mide 20 cm de didmetro, pensaron
calcular cudntos espacios para meter gol contiene cada porteria.
T & . Para ello, imaginaron que la circunferencia mayor del balon cabe
Travesahio o larguerc | en un cuadrado de 20 cm de lado vy luego estimaron la cantidad

! de estos cuadrados en el frente de la porteria, pero obtuvieron
: diferentes resultados. £Cual de ellos tiene razén?
3m | Poste Foste | Justifica tu respuesta. ) I

Tramio
transversal

a) Calculo de Juan: 20 = 60 = 1,200 cuadrados

_____________________

1.3m
b) Calculo de Ramén: 10 > 30 = 300 cuadrados
Heura @ Figura @)
¢} Calculo de Tono: 10 % 60 = 600 cuadrados
1. <Cudl debe ser la longitud del travesano para que su porteria guarde en el frente, d) Célculo de Sergio: 20 = 30 = 600 cuadrados
la misma proporcion que la profesional? . &Cudnto debe medir el

tramo transversal para la red?

2. Antes deir por los tubos de PYC desean explorar cuél es la opcion més conveniente
de compray corte del material. Ayiidalos a organizar la informacion en la siguiente
tabla. En cada renglém, sies el caso, escribe las diversas opciones v analizalas. No
olvides examinar si algiin sobrante sirve para otra pieza.




Por su contenido y extension, el museo de Louvre, en Paris, es uno de los mas importantes del mundo. Construido en el I =

siglo XII, fue sucesivamente castillo, palacio y residenda real. Afines del siglaXV1l, el palado fue sede de la Academia Real I » ‘L@ QU'E
de Ciencias, estableada ahi en 1666. Coma resultado de la Revolucidn Francesa, las colecciones de arte de la nobleza se I

concentraren en el palado de Louvre, una parte del cual se abrid al pablico como musec el 8 de noviembre de 1793, En

1795 el Louvre volvid a ser sede de la Academia de Ciencias fisicas y matematicas. La pirdmide de cristal, inaugurada en

1989, e da un contraste geométrico madernista,

Aprendizcjes esperados: Competencias que se
favorecen:

Reselver problemas de manera
auténoma.

= Lltilizar en casos sencillos
expresiones generales cuadraticas
para definir el enésimo término de
una sucesion.

Cemunicar informacién matematica.

Validar procedimientos y resultados. Contenidos
Resolver problemas que implican el Manejar técnicas eficientemente.
uso de |as razones trigonometricas

seno, coseno y tengente.

» Obtencion de una expresion general
cuzdratica para definir el enésimo

N ol teérmino de una sucesion.
Calcular y explicar el significado del

En iy Andlisis de las caracteristicas de los cuerpos
rango v la desviacion media.

que se generan al girar sobre un gje, un
tridngulo rectangulo, un semicirculo y un
rectangulo. Construccion de desarrollos
planos de conos y cilindros rectos.

Analisis de |as relaciones entre el valor de |z
pendiente de una recia, el valor del angulo
que se forma con la abscisa y el cociente del
cateto opuesto sobre el cateto adyacente.
Anglisis de las relacionas entre los dangulos
agudos v los cocientes entre los lados de
un triangule rectangulo.

Explicitacion y uso de las razones
trigonometricas seno, coseno y tangente.

Calculo y analisis de |2 razon de cambio

de un proceso o fenomeno que se modela
con una funcion lineal. Identificacion de la
relacion entre dicha razon y la inclinacion o
pendiente de |a recta que la representa.

Medicion de la dispersion de un conjunto
de datos mediante el promedio de

las distancias de cada dato a la media
{desviacion media). Analisis de las
diferencias de la “desviacion media"” con
el “rango” como medidas de |a dispersion.




Sucesiones, términos y patrones

La busqueda imaginativa de una regularidad

Encontrar los niimeros o figuras que continfian una sucesién dada es un ejercicio
mental atractivoy hasta divertido. Mds alld de lo anterior, el hecho de poder determinar
cualguier término de una sucesion requiere de un poco de dlgebra, algunas técnicas
sencillas ¥ mucha practica. En este grupo de lecciones trataremos este tema con

algunos ejemplos v ejercicios.

L

I~

Dados los primeros cinco términos de una sucesion como
2. 70217, 22,

Es muy facil encontrar unos cuantos de los que siguen, pero si uno se pregunta
qué niimero va en la posicion 57, o en la 218 de la sucesion, es necesario disponer
de una férmula que nos permita calcularlo rapidamente. En este caso, la formula
buscada es una de las siguientes expresiones algebraicas. Mdrcala con V/ :

ajn+5 b)3n—1 ¢)5n—3
donde 1 es la posicion o el lugar del niimero en la sucesion.

Una buena manera de ejercitarse en el desarrollo de la habilidad para descubrir o
determinar la regla, patron o formula que satisfacen los términos de una sucesion
es invertir el proceso. Es decir, inventar o generar la regla o férmula general v a
partir de ella, escribir los términos. Por ejemplo, supongamos que un integrante del
equipo plantea la formula «* + 7 y pide a los demas que escriban los primeros cinco
términos. La manera més ilustrativa de hacerlo es con una tabla como la siguiente:

A
3 16 |
4 23 |
5 32 |

Lo cual es muy facil. Ahora, si se pide determinar el término que ocupa el lugar
84 en la sucesion, también es ficil contestar que (847 + 7 y si se dispone de una

calculadora, hacerlo:

Sin embargo, cuando no se conoce la formula, sino Anicamente los primeros
ténninos, no tiene sentido tratar de adivinar la regla que otra persona diseiiod
para generarlos, asi que es necesario analizar los términos en busca de algin
patron o regularidad.

I11. Revisen la sucesion de la actividad I v completen la siguiente tabla.

a} Debajo de rz escriban la regla de la sucesion v debajo de cada valor de 2, anoten
€l valor correspondiente a cada término.

b) En €), bajo los términos de la sucesion, escriban la diferencia que existe entre
cada par consecutivo de ellos.

) Ahora, en la tabla que sigue, repitan la sucesién de la actividad I1 y escriban en
@ la diferencia que existe entre cada par consecutivo de sus términos.
d) Escriban en @ la diferencia que existe entre cada par de nimeros de €.

e+ 7

o |

©|

€) <Que cambio hubo en las diferencias de lasegunda sucesion respecto de lasde la

primera?

Para precisar el lenguaje, a las diferencias de @ v @ se les llama primeras
diferencias y a las de ©, segundas diferencias.

IV. Para tenminar, hagan una sintesis de lo visto en esta leccion.

a) Completen las siguientes frases y comenten en grupo sus respuestas.
En la primera sucesion, las diferencias son
En la segunda sucesién, las primeras diferencias no son 5

pero las segundas diferencias sison

b} Finalmente, comparen las expresiones algebraicas de ambas sucesiones y con
el apoyo de su profesor, expliquen en qué difieren. Una vez aclaradas todas las
dudas que hayan surgido, completen las siguientes conclusiones.

Una sucesién cuyas primeras diferencias sean se
describe con una expresién algebraica
Una sucesion cuyas diferencias sean iguales se describe

con una expresion algebraica




Sucesiones y diferencias I11. Modifiquemos ahora la expresion algebraica que genera la sucesion, por ejemplo,
La formula general de una sucesion cuadratica ﬁ ‘ agregando 5a. Escriban los primeros cinco términos de 44* + 5a — 2.

a) Calculen las primeras diferencias.
b) Calculen las segundas diferencias.
Continuamos con la préctica de:

= A partir de la férmula general de una sucesion, sustituir la variable # con los il 1 2 3 4 5
valores 1 a 5 para determinar los cinco primeros términos de dicha sucesion. ant +50—12
= A partir de los primeros cinco términos de una sucesion, encontrar la regla o ¥ v

férmula general que permita calcular cualquier término de la misma. ‘

I. ZEs posible que una sucesion inicie con nimeros negativos? |
a) Esaribe los primeros cinco términos de la sucesion cuya formula general es 2n° —9.

n ! b) Calcula las primeras diferencias entre los términos de la sucesién. Recuerden que si en una sucesién las primeras diferencias no son iguales, pero
c) Calcula las segundas diferencias. las segundas silo son, entonces su formula es una expresion de segundo grado.
La forma general de esta expresion de segundo grado es entonces
n - 2 3 4 5 an® + b + ¢
2n* -9
¥ ¥ ¢ Completen la siguiente tabla, con los valores de a, by ¢ que comresponden a las

Prim eras difarenci as

| sucesiones vistas en esta leccion.

Sezundas diferencias I ‘ Formula |‘:|e Ia . : :
- sucesién Valor de o Valor de b Valor de c
& P L e
Compara tus respuestas con las de otros companeros y analicen y eliminen las S =
discre pancias que encuentren. 30?45 0
4+ 5n—2 =2

II. Escriban los primeros cinco términos de la sucesién 3n° + 5
| | a) Calculen las primeras diferencias.
E ! by Calculen las segundas diferencias. IV. Ahora completen la tabla con los primeros cinco términos de la sucesion cuya I

(| formula es precisamente la formula general ar® + bt + ¢

n 1 2 3 4 5 1 a) Calculen tanto las primeras diferencias como las segundas.
3n*+5 T
< 1 n d 2 3 4 5
| | am +bhn+e afl)+ bl + ¢ | a3+ 63 +¢c a(d) + b{d) + ¢
I : - ‘ an +bit+ ¢ a+b+e - 9a+3b+c 16a+db+c
Y i
Fe : £ — i | Ta+b |

En todas las actividades en que se pide escribir los términos de una sucesion a -
partir de su formula general, pueden hacerlo en su cuaderno v, de considerarlo | 3a |

necesario, intercalar a la tabla una fila mas, como la amarilla de abajo, para hacer
la sustitucion de r por su valor correspondiente en cada término. Por ejemplo:

Como era de esperarse, las segundas diferencias son iguales, va que la formula de

= 1 2 5 P s la sucesion es una expresion algebraica de segundo grado o cuadratica.
I+ 3{LF+5 2P +5 ¥ +3 4 +5 (5P +5 Comparen sus respuestas de toda la leccion, especialmente las de esta dltima
In2+5 8 17 80 actividad, con todo el grupo v, con la ayuda de su profesor, aclaren dudas v

climinen discrepancias, si las hay.




Sucesiones de figuras y niimeros con férmula cuadratica

Aplicacion de |a formula general

Con base en sucesiones de figuras y ndmeros, cuya formula general sea una expresion
algebraica lineal o cuadratica, podemos trazar varias figuras v calcular varios términos.

I. Hace algunos siglos, en Grecia, uno de los temas que Pitdgoras estudiaba era
|| | el de los llamados niimeros figurativos, representados por puntos en figuras o
| arreglos triangulares, cuadrados, pentagonales, etcétera.
a) dCnal es el sexto nimero triangular? Agreguen la figura correspondiente.
b) Obtengan las primeras diferencias de la sucesién de niimeros triangulares:

) " ¢) Obtengan las segundas
Estos sonlos Prmercs Ninm ercs tflI]':.:lJ ares. . ..'-.. d]’feremiﬂs:
A 2
" £ W % — :
;H\ A K £ i dj Expresion algebraica de
ay RN Va. L £ ®w la regla de la sucesion:
o 8 &9 & 8 8 >+ 8
II. Enseguida se muestran las figuras asociadas a los mimeros cuadrados:
L . . . .
E ' ) Primeras diferencias de la sucesién de niimeros
8%
cuadrados:

% &+ =9 2 p
b) Segundas diferencias:
! || s T i ¢) Expresion algebraica de la regla de la sucesion:
8 = s 83 3 L —1 . . -
. —a o—n—l . . @ @ ]

III. De acuerdo a la siguiente sucesion de figuras, completen la tabla con el niimero
| | de puntos que comresponde a cada una y anoten las diferencias.

Figura | MNo. de puntos

R RN
s e ees ea o s 08 1
s e o a LI s o o8 8@ 2
] s e s e s s e 00 s e eams e m

o e N s ess e s s eswe sssseoe
i (2] (3] (4] (5] i
5

) Primeras diferencias de la sucesion:
b) Segundas diferencias:
¢) Expresion algebraica de la regla de la sucesion:

I

IV. Para determinar la regla de una sucesion que tenga segundas diferencias
constantes, usamos la expresion algebraica cuadrdtica que genera una sucesion
de ese tipo, es decir, la de la actividad IV en la leccién anterior, v la combinamos
con la sucesion cuya regla buscamos establecer. Por ejemplo, supongamos que
tenemos la sucesion 6, 24, 52,90, 138, ...

{
L
L

- , s
Al comparar las segundas diferencias de ambas sucesiones, tenemos que K—Q

2a =10
de donde, '
e | st drad
Al tomar la diferencia inicial de las primeras diferencias tenemos que: T BRERS
de lado 2, en €l
Ja+b=18 hay en total 5
En la que sustituimos el valor de «: &
cuadrados.
35)+b=18 Las figuras de abajo
15+5=18 son cuadrados de
. b=3 lados 3 y4. En cada
Finalmente, caso encuentra

¢+b+c=6
en donde sustituimos a v b para tener
54+3+c=6

hay en total.

Porlo tanto ¢ = -2
Asique, al sustituira, b vc en la formula general, tenemos que la sucesién
6,24,52,90,133, ...

Primeras i Primeras 2
4 a’ +bn +c diferencias b(.',-,g.undas e ? diferencias SNl
diferencdas diferencias
1 a+btc 1 &
3o+b 18
2 dJa+2b+c a 2 24 10
» Sg+b Ly 28
3 Qa+3b+c 2a 3 52 > 10
To+bh i 338
4 lea+db+c 2a 4 a0 i0
» Go+b - 48
5 Ba+5b+c 5 138

cuantos cnadrados

Tiene como regla

5n* + 31— 2

a) Cuando la regla general de una sucesion es una expresion algebraica

cuadratica, las primeras diferencias son v las

segundas son
bj Comprueben la regla general obtenida sustituyendon = 1, 2,3, 4y 5
o) Apliquen este procedimiento a las sucesiones de las actividades I a I11
de esta leccion, para verificar las respuestas que dieron antes.

Ahora calcula

de lado 5, sin
trazarlo.

X

cudntos cuadrados
hay en un cuadrado




Sélidos de revolucién

Como se generan los solidos de revoludon

[. Analiceny comenten en pareja las siguientes transformaciones:
| = Latraslacion de un punto en la misma direccién genera una recta.
ﬁ | = Laraslacion de una recta en la misma direccion genera un plano.
* Latraslacion de un plano en la misma direccion genera un cuerpo.

El segmento A8, el cuadrado ABCD v el circulo € se trasladan en la direccién v dis-
tancia determinados por la flecha f. Tracen e indiquen qué figura o cuerpo generan,

II. Ahora analizaremos c6mo se generan algunos s6lidos de revolucion.
., Recorten en cartulina: * Un rectingulo de lados 5 cmy 12 cm
ﬁ | * Un mangulo rectangulo de lados5 cm, 12 cmy 13 cm
» Un semicirculo de 5 cm de radio
Peguen con cinta adherible cada figura a un popote v con sus manos haganlo girar.

ot
Fi

a) Qué cuerpo se genera al girar el rectangulo?
b} ZQué cuerpo se genera al girar el trifngulo rectingulo?

) ZQué cuerpo se genera al girar el semicirculo?
d} <Cuales son las medidas del cilindro que se genera?

radio de la base: altura:
€} En el caso del cilindro, sienlugar de pegar al popote ellado de 12 cm, pegamos
el lado de 5 cm, entonces:

radio de la base: altura:
f) <Cuales son las medidas del cono que se genera?

radio de la base: altura:

I11. En las siguientes figuras, a larectae se le llama eje.

! 1 ‘ e (i1 e

a) £Qué lado del rectdngulo es el eje del cilindro?
b) <Qué lado del tridngulo rectangulo es el eje del cono?

Enla figura de arriba a la izquierda, al girar el rectangulo ABCD, el lado AB genera la
cara lateral del cilindro. Al lado A8 del rectangulo se le llama generatriz del cilindro.

¢} £Qué lado del tidngulo rectangulo genera la cara lateral del cono?
d) £Qué lado del tidngulo rectangulo es la generatiiz del cono?

Alos cuerpos que se generan por la rotacion sobre su eje de una figura plana se les
llama solidos de revolucion. El cilindro, el cono vy la esfera son sélidos de revolucion.

IV. Describe qué sohido de revolucion genera cada una de las sigmentes figuras.

6l ] =

V. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccion con otros compafieros.
o | Sihay diferencias analicen las causas v corrijan lo que sea necesario.

(g}




Construccién de desarrollos planos de cilindros y conos

Como hacer desarrollos planos de cilindros y conos

I. Eneldesarrollo plano de un cilindro, Zcomo se detenminan las dimensiones del
ﬂ rectangulo que forma su cara lateral?

Una hormiga
estd en la
esquina A de
una caja de
zapatos, Traza
el camino mas
corto que debe

recorrer la 3= :
hommiga para a) En el desarrollo plano de un cilindro, el ancho del rectangulo es igual a
irde A aB.

A b) ¢Cémo calculan el largo del rectangulo?, es decir, £a qué medida corresponde

este largo respecto del cilindro?

c) 5i el radio de la base del cilindro mide 5 cm, dcudnto mide el largo del
=J rectangulo?
B d) Comenten primero entre los miembros del equipo cémo resolvieron b) y ¢
4 luego pénganlo en comiin con el resto del grupo.

II. Se tiene una hoja tamano carta {21.5 ¢m x 28 cm) que se va a usar como cara

d lateral de un cilindro de 21.5 c¢m de altra.

a) <Cudl debe ser el radio de la base del circulo?

b} Cuando hayan hecho los calculos y tengan la respuesta de la pregunta anterior,
tracen en cartulina los dos circulos y comprueben que sirven como bases del
cilindro.

III. Antes de que armen el cilindro de la actividad 11, consideren que en la hoja
ﬁ tamaiio carta se trazd con color una de las diagonales del rectangulo.

Hagan un dibujo para observar c6mo se verd esta linea de color cuando el cilindro
esté armado. Después armen ¢l cilindro para verificarlo.

IV. El desarrollo plano de un cono esta

o

V.

o

formado por un circulo, que es su
base, y por un sector circular, que es
su cara lateral.

La medida de arco del sector circular
es la misma que la medida de la
circunferencia de la base.

Arco de{_l]
sedor
Por otra parte, el radio del sector circular es ¢l mismo que su generatriz.
a) Si la medida del radio de la base es 3 cm, dcuanto mide la longitud de
arco del sector?
b} Si la longitud de arco del sector circular es 18.84 cm, v la generatriz que nos
piden usar mide 12 cm, <cudl es la medida del dngulo ¢ del sector circular?

Para calcular la medida del dngulo central del sector circular, recordemos que
en ¢l curso de matemadticas de 2o0. de secundaria estudiamos como calcular la
medida L de un arco de circulo mediante la formula:

«: dngulo en grados

L=-8_x2nr ; . .
360 r: radio del sector circular (generatriz)

Sustituyan los valores correspondientes en la formula v calculen la medida del

angulo a.
a=

¢) Con las medidas obtenidas, tracen el desarrollo plano del cono, agreguen las
pestanas necesarias para pegaro y drmenlo.

d) Comparen su cono con el de otros equipos, si hay diferencias, analicen por qué
v, si es el caso, corrijan lo necesario

En una cartulina tracen v luego armen un cono, con las siguientes medidas:
Radio de la base: 4 cm

Angulo central 80°

(Recuerden que en la formulal = % »* 21 r, el valor de r es la medida del lado
del angulo central, v que también es Ta generatriz del cono).




Pendiente de una recta (1)

Componentes de la pendiente de una recta

I. Lainclinacion o pendiente de una carretera tiene dos componentes: el cambio

.. horizontal y el cambio vertical.

R cambio

e vertical
G |

cambiohorizontal

a) Marquen con  la figura de mayor pendiente.

4 m

Zm Zm

Sm 10 m 10 m

I

R o H
_ ]] m 2m

10m 15 m

bj Si se divide la componente vertical entre la horizontal, Zqué relacion hay entre

este cociente v la pendiente?

¢} £Qué pasa con el valor del cociente cuando aumenta el cambio vertical v
permanece constante el cambio honzontal?

d) cQué pasa si aumenta el cambio horizontal v el cambio vertical permanece

constante? . El cociente mencionado es la pendiente.

11. Calculen el valor de la pendiente de la resbaladilla v del pasamanos de la

E ; escalera.

a) Jm b)

2 m

Pendiente Pendiente

I11. Anoten el valor de la pendiente de cada lado de los tnangulos.

4 a] Pendiente: b} e Pendiente
. < - S .
W i JJ.l
S -'.’- Jr"f ‘i’z;- Pendimte

A
\\ &) _~Pendiente

“ Pendiente:

-
= . .
.
N

, A 5
. ‘0_1__//-—\ Pendiente

Iv.

A

VI

LLL
L
L

En las rampas de una pista de bicicletas Rampa | Longitud {m) | Altura (m]
hay pendientes diferentes, segiin se & 24 18
muestra en la tabla de la derecha.

a} La rampa que tiene mayor pendiente d bl s
s c 3 12
b) La rampa que tiene menor pendiente D 12 16

es:
¢} 2Qué hicieron para encontrar las respuestas anteriores?

Latablay la grifica siguientes muestran la relacién entre el iempo v la distancia que
recorre un automavil que viaja a una velocidad media de 80 kilometros por hora.

. . Distancia
T]er;npo Drstglnl:la (Kmj
(horas) (km) h
320 . Sy
| 1 80 -
240 .
s 160 160 Q,
3 240 80 - Lo
= TLempo
| 4 320 5 R L (horas)

En los siguientes sistemas de coordenadas se repite la grafica anterior, marcando

los componentes para calcular la pendiente de la recta en cada uno de los puntos

P,Q.RyS.

a) Anoten el valor de la pendiente de la recta en cada uno de esos puntos v, si es
necesario, simplifiquen la expresion.

d o d
320 J,I 320 + 320
24 240 240 R
160 ¢ 160 160
80 i FT | 20 80
I > T -3 I I
o - 2 3 4 o 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Pendiente: Pendimte Pondiente: Pendiente:

bj<Como es el valor de la pendiente de la recta en cada uno de los puntos
P,Q,Ry5?
¢} ZQué conclusion obtienen de esta actividad?

Comparen sus respuestas de esta leccién con las del resto del grupo. $i hay
diferencias analicen el porqué v apovados por su maestro obtengan conclusiones
COMmunESs.




il

B+

56
487
4iH
32
24

167

Pendiente de una recta (2)

Determinacion del valor de la pendiente a partir de una tabla o una grafica

Al calentar agua para preparar café, su temperatura aumenta 8 °C cada minuto.

N
A Consideren dos posibles situaciones:

Lmin}

@ Que la temperatura inicial del agua sea 0 °C.

@ Que la temperatura inicial del agua sea 16 °C.

aj Construvan la tabla v la gréfica correspondientes a cada situacién durante los
primeros 5 minutos (ambas graficas en el mismo sistema de coordenadas v
cada una de diferente color). Designen con y a la temperatura del aguay con
al tiempo de calentamiento.

A ¥ ¥
_tmin} | t'eh _Amih | 6

b) ¢Qué expresion algebraica relaciona y conx enla situacion @?

¢} ¢Qué expresion algebraica relacionay conx en la situacion @?

d) cCudles son los valores de las pendientes de las rectas que representan las
situaciones @ v €37

€) {Cémo son las rectas que representan las situaciones @ v @7

f) En ambas situaciones, las expresiones algebraicas o ecuaciones que relacionan
ayconxsonde laforma y = mx + b.

En la situacién € En la situacion €k

m = m =
b= b=
¢j ¢Cudl seria la ecuacién en la situacion @ si la temperatura inicial del agna fuera
de 20° C? £Y sifuerade 25°C7
ZY si fuera de 5° C7
La grifica de una ecuacién de la forma { ;
ey
- / F=mx+h
y=mx+hb y
es una linea recta, donde m es la pendiente /,»" ¥
de la recta v b es la ordenada al origen o s
punio donde la recta corta al eje y. [ o L
{ /
- =
e

X

Una llave de agua surte un tinaco cilindrico. El nivel
del agua en el tinaco sube 2 cm cada minuto. Repre-
senten con y la altura del agua en el tinaco v con
el numero de minutos después de abrir la llave. Con
esta informacion construyan la tabla y la gréfica co-
rrespondientes durante los primeros 5 minutos.

a) Ecuacién que determina la tabla v la gréfica

b} Pendiente de la recta:

¢) Consideren que la altura del agua en el tinaco
al abrir la llave era de 10 cm. Con base en esta
informacion, en su cuademo construyan la tablay
lagraficay escriban la ecuacién correspondiente.

{min

__{cm)

II1. A la derecha de las siguientes graficas anoten el valor de m, de b y la ecuacion

L ; ‘ correspondiente.
y 4

V.

1

m =

'II'><

'y

En su cuademo, tracen en cada caso la grafica de la ecuacion que:

a) Pasa por el punto (0, 0) ¥ tiene pendiente %
) Pasa por (0, 2} y tiene pendiente 1.

¢) Pasa por (2, )y m = 2.

dj Pasa por (1, 2)ym = 3.

¥

Comparen con otros compafieros sus respuestas de laleccién v aclaren diferencias,

si las hay.

1 2 2% 5

m —

[rmin}
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Pendiente de una recta (3)

Relacion entre el angulo que una recta forma con |z abscisa y su pendiente

I. Consideren las gréficas de tres ecuaciones que determinan diferentes dngulos

., | conelejex
a) Completen la signiente rabla:
1
] Medida
/( 1 T Ecuacion del éngulo | Pendiente
i con el gje x

/ | i Roja

g I Azul
/‘./ I I — |
1 i

I - L _lel | ! INegra

b) Cuando el angulo es de 457, dqué relacion
T R B R i hay entre el cambio vertical y el cambio
horizontal? <Y cuando

es menor que 4577

EEERE I EEEENE

£Y cuando es mayor que 45°7

II. En la grifica de arriba, coloquen su ldpiz sobre la recta roja y con centro en el
origen de coordenadas girenlo lentamente hasta hacerlo coincidir con el eje x.
Consideren que en cada posicion el lipiz determina una recta diferente,

’

a) cComo es el Angulo que la recta determina conforme se acerca al gje x7

b} ¢Como es la pendiente de cada recta conforme se acerca al eje x7
¢) £Cudl es el valor de la pendiente de la recta cuand o ésta coincide con el eje x7

Vuelvan a colocar el ldpiz sobre la recta roja y ahora girenlo lentamente hasta
hacerlo coincidir con el eje y.
d) /Como es el dngulo que determina el lapiz conforme se acerca al eje y7

ej £Como es la pendiente de cada recta conforme se acerca al eje y7
) éCual es el valor de la pendiente de la recta cuando ésta coincide con el eje y?

I11. Con ayuda de su maestro, comenten con todo el grupo lo que ocurre con el valor
L de la pendiente a medida que la recta se acerca al eje v v qué ocurre cuando
.| coincide con €l gje .

IV. Observen el dngulo que cada recta forma con el eje x. Anoten en cada recuadro
E o |[m =1],|m < 1|o[m > 1], segiin corresponda.
¥ [ ¥ i
A

'

/ § = —

Porque Porque Porque

V. Completen la siguiente tabla. En las tres tltimas columnas anoten / en la celda

L ‘ que corresponda.

Ecuacidn Pendiente mayor que 457 igual a 45° menor que 45°

Angulo que forma con el sje x

.Qué conclusion obtienen después de haber completado la tabla?

V1. Contrasten sus respuestas de las actividades I, II, IV v V¥ con otras parejas y con

4 ayuda de su maestro obtengan una conclusion entre todo el grupo.

A

VII. Analicen lo que ocurre con el valor de la pendiente cuando el angulo que la recta
£1 ‘ forma con el eje x varia de 0° a 45° y de 45° a 90°.

o




El cociente de los catetos de un tridngulo rectangulo (1)

Relacion de los cocientes en trigngulos rectangulos semejantes

Cuando calculamos el valor de la pendiente de una recta, seleccionamos un
segmento arbitrario de ella v por los puntos que lo delimitan trazamos paralelas a
los gjes, de manera que se forme un ridngulo rectangulo. $i repetimos el proceso
en dos segmentos mas, se forman otros dos tridngulos rectangulos.

o

dl 1
£

Den argumentos que justifiquen que / ABC, /A DEF v /A GDH son semejantes.

Consideren la grafica de la actrvidad 1.

| En el A DEF:

Angulo @

cateto opuesto
 cateto adyacente

* Elcateto DF se llama cateto opuesto al angulo @.
* El cateto EF se llama cateto adyacente al angulo €.
a) En el & ABC

es el cateto opuesto al dngulo €.

es el cateto advacente al angulo €.

b} En el & GDH:
CH es al angulo €.
DHes al dngulo €.

cateto opuesto
cateto advacente

¢} Midan los catetos de los tres tridngulosy calculen el cociente
respecto de los dngulos @, © v ©.

Angulo & Angulo ©
cateto opuesto cateto opuesto
cateto adyacente cateto adyacente |

* {C6mo son, en medida, los dngulos @, @ v @7

e ¢CAmo son los cocientes S0 Opuesto respecto de los angulos @, @ v ©7
cateto adyacente

d) {Qué concluyen de esta actividad?

II1. El gato ruso (Juego)

A

Este juego se lleva a cabo entre dos competidores, en una hoja cuadriculada, en
cuyo centro hay un sistema de ejes coordenados.

El propésito del juego es lograr colocar cuatro simbolos propios en una misma
linea recta, sin que haya puntos intermedios del adversario. El primer jugador
que lo haga gana el juego.

Cada jugador elige un simbolo para los puntos que va a marcar en el plano
cartesiano, por ejemplo, un pequeno circulo o una cruz. Tales marcas se deben
hacer en la interseccion de las lineas de la cuadricula. El jugador en turno marca
uno de sus puntos en el lugar

que desee, diciendo en voz —
alta sus coordenadas. Luego | -~
el adversario hace lo mismo.

Cuando un jugador tiene ya
dos puntos marcados, con
los que quiere alinear un
tercer punto, debe calcular
la pendiente de la recta que %
determinan esos dos puntos | [ | I
y hacer que el tercero quede | | | ol @
en dicha recta. Para ello, a

partir de uno de sus puntos, Ve
debe calcular cudntos cuadri- ®
tos moverse a la derecha v

cuantos hacia arriba o hacia

g : = @ X XK KX
abajo, o bien, cudntos hacia la | |
izquierda v cudntos hacia arri- | )
ba o abajo, de manera que se
conserve la pendiente. ! %

Naturalmente, un jugador
puede bloguear al otro, colo-
cando puntos intermedios en-
tre los puntos del adversario.

La ilustracién de la derecha
muestra una partida del juego,
con las marcas de dos jugado-
res que usaron pequefios cir-
culos v cruces como simbolos.

.;q

Gano el que us6 cruces,

Los jugadores pueden decidir al inicio del juego si es valido usar coordenadas
fraccionarias, lo que aumentaria la dificultad del juego.

Para empezar un nuevo juego, se traza en otra hoja cuadriculada un nuevo sistema
de ejes coordenados.




El cociente de los catetos de un tridngulo rectangulo (2)

Comparacion del codente en angulos agudos iguales

307/ 3057

a) Den argumentos que justifiquen que los tridngulos @, @, © v son semejantes
entre si.

b} Midan los catetos de los cuatro riangulos rectangulos v completen la siguiente
tabla.

Con respecto al angulo de 30°

cateto opuesto
cateto adyacente

Triangulo cateto opuesto cateto adyacente
1
2
3
4

¢} Expongan los argumentos que justifiquen por qué se obtienen esos resultados
en la dltima columna de la tabla.
d) Trace cada integrante de la pareja un tridngulo rectdngulo diferente, en el que uno

de sus dngulos mida 3(0F. <Consideran que, respecto del angulo de 30°, el cociente
cateto opuesto

serd igual a los cocientes obtenidos en esa tabla?
cateto adyacente

Conjetura
Afirmadén que se

ZEn qué basan su conjetura?
supone derta, pero

que ain no ha sido

¢} Verifiquen si su conjetura era correcta, haciendo los cdlculos con las medidas
probadanl refiitada.

de los triangulos que cada uno trazé.

A

A

Fot

A

4

II. Consideren los mismos tridngulos rectangulos que en la actividad I.
4} Uno de los dngulos agudos de cada trdngulo rectdngulo mide 30°. £Cudnto

mide el otro dngulo agudo? Justifiquen su respuesta.

cateto opuesto
cateto adyacente
una tabla como la de la actividad 1.

b) Calculen el cociente respecto de ese otro dngulo, v construyan

¢} cObtuvieron el mismo resultado en todas las celdas de la filtima columna?

Justifiquen por qué ocurrio esto.

I11. Tracen un tridngulo rectdngulo isésceles, es decir, un tridngulo rectdngulo cuvos
catetos midan lo mismo.

a) ZCuanto mide cada uno de sus dngulos agudos?

5 , i cateto opuesto
b} Marquen cualquiera de sus angulos y calculen el cociente P

cateto adyacente
respecto de ese dngulo. <Cudl es el cociente?

) Expliquen su respuesta anterior.

IV. Como resumen de las actividades anteriores, contesten lo siguiente:

P z cateto opuesto
a) En la actividad 1, respecto de un dngulo de 30°, ~ateto adsacarte

cateto opuesto

) En la actividad II, respecto de un dngulo de 60°, b =

cateto opuesto

«) En la actividad 111, respecto de un angulo de 45°, B e e

d} £Qué conclusion obtienen de las respuestas anteriores?

) Para ilustrar su (ltima respuesta:
* Tracen varios tridngulos rectingulos, en los que uno de sus dngulos agudos

mida 707, Calculen el cociente _CAtet0 OPUESO o respecto al dngulo de 707,
cateto adyacente

* Tracen vanos triangulos rectangulos en los que uno de sus angulos agudos

mida 4(°. Calculen el cociente _ateto opuesto o, respecto al angulo de 407,
cateto adyacente

I} <Coincidi6 su resultado en ¢) con la conclusion que dieron en d)? Sino
coincidid, revisen esa respuesta v rectifiquenla.

V. Redacten una conclusién que comprenda sus resultados de todas las actividades
| | de esta leccion y comparenla con la de otros equipos. $i no coinciden, analicen
las razones y lleguen a un acuerdo.




Relacién entre los lados de un triangulo rectangulo II1. En cada pareja de tridngulos rectdngulos calculen los valores de x, y v z.

Los angulos agudos, el codentes de sus lados y su relacion E . | Sugerencia: para calcular el valor de y vz usen el teorema de Pitdgoras.
I. Consideren los siguientes triangulos rectingulos: A,
- s Z
: r 9 .
\‘-\ /J__')Oc' /'J/ - :
X - a) . £
b . 4 ) \
\ il 0 e i
\\-. J'/ J "
b - X J ;
O Hsgu/’/ J ;
% = = 53/ P sg0/
50° 1 ol N [
5 10
£
507,
b
o
130 4
J
{f(
d
a) Son semejantes los triangulos (9, 6, © v 7 .Justifiquen su respuesta. b) g
=
bj Midan los lados de los cuatro tridngulos. Con los datos obtenidos, completen 205 _,,—f""jf
-
la siguiente tabla. _ 7g° PP i)
_:_\L-’—_f’fﬁ
Con respecto al angulo de 50°
[
i cateto cateto y _cateto uagt__n_ cateto opuesto | cateto adyacents
Trﬂ"'lgulﬂ opuesto amtente hlpﬂtﬂﬂuﬂ cateto adyacente ipulaﬂusa —hiputEHUH
X P
;/\-J ey
2 y .
oy ¢ -
o ot T
C} o e i \\-"-\_‘\ 7
3 2')’ \H“\,_ " 4 J_-f H""--..
3 e, ! e
4 / ~ / .
¥y e i ¥
i T oy et
i e / 305~
. - = PR i) rd o - ' o2 .~
¢} £Qué conclusién sacan de los resultados de las tres tltimas columnas? 4 - £ : = =
II. Construyan una tabla como la de la actividad [ para el otro angulo agudo de los IV. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccion con otras parejas de
.| cuatro triangulos rectangulos y anoten su conclusion relativa a los resultados de - | companeros. $i hay diferencias analicen por qué y corrijan lo necesario.
A las wes dltimas columnas. A
- ———
BLO®GUE IV Forma, espacio vy med ida e —
e :-'




Razones trigonometricas (1] II1. Para calcular el seno, coseno y tangente de un dngulo
Definicion del seno, coseno y tangente de un engulo s || | determinado, hagan lo siguiente:

3 ; = Corten una hoja blanca de papel por una de sus
i Fa diagonales. Conesto, tendran un triangulo rectangulo.
A [. Unarazén migonométrica es una razén entre dos lados de un tridgngulo : o = Nombren con 4, B y € a sus vértices.
rectdngulo. Una razén trigonométrica del A ARC es /]_jf - = Marquen dos dobleces al tridngulo, de manera que
AL ’ //' SRR resulten dos segmentos perpendiculares al lado AC.
B Vi * Nombren DE y FG a esos segmentos.
5 /B [c] e Midanel A Ayel A B.
[ l.osptrlajigl:ilossgt;ctangulos DEF y GHI tienen, como ¢l AABC, también a) <Con qué argumento aseguran que los tridngulos rectdngulos A5C, ADE v AFC
b un angulo de .
B a) £Qué propiedad de semejanza asegura que los tridngulos rectiangulos S0 Senejuntes? BE
N 208 » DEF y GHI son semejantes al /A ABC? b) Para el /1A, €l seno se puede expresar como: < para el AADE
F “F c
.,// b) Puesto que —i? = para el AAFC
HSABCe ADEF e SGHI,
entonces las razones entre sus lados correspondientes son iguales: BC
S para el /A ABC

AC  DE @
i AB DF GH ¢) Para el /A, el coseno se puede expresar como:

¢} Midan los lados de los tres triangulos v verifiquen numéricamente
estas igualdades.
d) Escriban otras igualdades de razones entre /A ABC, ADEF v AGHI v

verifiquenlas numéricamente.

d) Para el £\ A, la tangente se puede expresar como:

II. Las razones entre los lados de un triangulo rectangulo se llaman seno, coseno v
y tangente v se simbolizan sen, cos y tan.

Respecto del A B del /A ABC de la izquierda, estas razones se definen en la €) El A A mide aproximadamente 37°.

siguiente tabla. Entonces: sen37° = cos 37° = tan 377 =

P ) Comparen estos resultados con los valores que aparecen en la tabla de la

azh agina 251, o s1 usan una calculadora cientifica presionen:
£ : g e Abreviatura Definicion pagt L o el — E
y. trigonometrica 37| [=), 37 m[=), 37 @=
/ -l = =
. Senodel A8 sen — hasennea . B
£ P #) JComo podrian calcular sen 5, cos B y tan 37
r'.,"l b
r cateto adyacente o . .
f_;- Cosena del A 8 cos 8 ~ hipotenusma € Haganlo y verifiquen sus resultados como en fj.
A IV. Con apovo de su maestro, comenten entre todo el grupo la siguiente informacion:
F Tangente del A8 tan 8 LSRRG o F I
Y. B cateto adyacente o S g ) =
b \ [] 9 ® Lasrazones trigonométricas son relativas a los dngulos agudos de un triing ulo

B a C rectingulo, no a su dngulo recto.

En su cuaderno, construyan una tabla similary definan estas mismas razones para ® El valor de una razén trigonoméirica depende s6lo de la medida del ingulo, no
al A depende de la longitud de los lados del tridngulo.




Razones trigonométricas (2)

Calculo y busqueda del valor de una razon trigonometrica

Q® 10 .

a) Encuentra el valor del seno, coseno y tangente de los dngulos agudos del
S POR. Expresa cada razéon como una fraccion simplificada v como decimal.

st:%:%:ﬂ.S senff =
cos Q) = cos R =
tan ( = tan R =

b) Los dngulos Q v R son complementarios, es decir AQ+ AR =900

¢Qué relacion encuentras entre el seno de un dngulo v ¢l coseno de su
complemento? Anota estas

relaciones entre los angulos Q v E.

11. Usalatabladerazones trigonométricas de lapdgina 251 o una calculadora cientifica
ﬂ para completar la signiente tabla. Aproxima hasta cuatro cifras decimales.

Medida del angulo 4

a0 607

sen A

cos A

tan A

a) El complemento de un dngulo de 20° es 70°. El dngulo de 70° se puede expresar
como 907 - 207,

Escribe algunos ejemplos en los que se muestre que sen A = cos (90° — A4).

b) Sin consultar la tabla de razones trigonométricas y sin usar la calculadora

cientifica, calcula el valor de tan 45°.
¢} Comenta con tus compafieros como hiciste ese calculo.

II1. (Como encontrar la medida de uno de

. | los lados de un tridngulo rectingulo,

A conociendo las medidas de uno de sus
angulos agudos v de uno de sus lados?

) Se busca una razén que relacione el lado
desconocido con el lado conocido:

o
b) Se despeja x: -
) Se busca en la tabla sen 25° : =
d) Se efectiia el producto indicador .

¢} Analicen cada paso de este procedimiento
y coméntenlo entre los integrantes de la
pareja.

I¥. Encuentren el valor de x.

& ‘
Fe
A /

o A _J/
i 20 y y
A e — AN 820 /5 55°
23 [] L it i
13 22

V. En una hoja completa de su cuaderno tracen un sistema de coordenadas.
E . | Coloquen su lapiz sobre el eje x, de manera que un extremo del lapiz coincida

con el onigen de coordenadas. Con centro en el origen, giren lentamente el lapiz

hacia su izquierda, hasta que coincida con el eje y. En cada posicion del lipiz se

genera un tridngulo rectdngulo, donde el lipiz mismo determina la hipotenusa.

a) La primer vez que lo hagan, imaginen qué ocurre con el valor del seno del
angulo a medida que el angulo se hace mayor, es decir, como varia el cociente
del cateto opuesto sobre la hipotenusa al aumentar el valor del dngulo.

h) La segunda vez que lo hagan, imaginen qué ocurre con el valor del coseno.

) La tercera vez, lo que ocurre con el valor de la tangente.

dj Cuando hayan determinadc como cambian estas tres razones al aumentar
el valor del dngulo, verifiquen qué ocurre con cada razén analizando cada
columna de latabla de razones trigonométricas (pag. 251), desde que el dngulo
mide 17 hasta que mide 89°.

A

by

-~
-




Resolucién de tridngulos rectangulos

La razon trigonemeétrica come herramienta para medir angulos

Si sabemos que sen 8 = 0.6, dcomo encontramos el valor de AR

Antes de continuar con las siguientes actividades, discutan en el equipo cémo
resolver este problema. Luego cada equipo exponga ante todo el grupo la manera
como lo resolvid v, con apovo del maestro, analicen los diferentes procedimientos
para resolver problemas como éste,

. Lainformacién que se nos proporciona es

senf8 = 0.6
Dado que 0.6 = % = g , podemos construir un diagrama como el siguiente:
A
__J/
/_”
-
,5,-// 3 gen f = -;%

et

.f/f
; - E

ia

Si sen B = 0.6, buscamos en la tabla de razones trigonométricas para qué dngulo
el valor del seno es 0.6, o lo més cercano a ese valor:

Angulo SEnD cosenc | tangente

: : : f Conforme a esta tabla, el
36" 05878 | 0.809¢ | 0.7665 valor més aproximado es
37 06018 | 0.7986 | 0.7536 AB =37

Puesto que AR = 37°, en-
ag° D.6857 0.7880 0.7813
= = z tonces /A =

Esta misma biisqueda puede hacerse con una calculadora cientifica, presionando
las siguientes teclas:

0.6 @4 (=] obien [ 06 (=
Para saber el valor de todos los lados v angulos del /A ABC, solo falta calcular el
valor del cateto a. Para ello usen el tearema de Pitagoras.

En resumen, en el AABC, AC = AC =
AB= AB =
A= BC =

Reselver ua tridngule significa encontrar las medidas de todos sus lados y
todos sus angulos.

II1. En su cuademo, y con base en la informacién que se proporciona, resuelvan

IV. Tracen un diagrama que ilustre la informacion que se proporciona vy la que falta

los siguientes tridngulos. En cada caso tracen el tridngulo v anoten en el lugar
correspondiente los elementos conocidos v con literales los que falta por conocer.

a)cos E= 075
bjtanH = 1.6
¢ senkK =04

por determinar.

2 8i send = —g— calculen cos4 =
tand =
LA=

b} Si cos B = i, calculen sen B =
10
o ) gmg _\
AB= {

¢) Si tan C = =2 calculen senC =

U'I|Ls.}

cosC =

AC=

— >
8 cm

d)5i tanD = 1, calculen senD =
cos D =

AD=

V. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccion con las de otros

equipos de compaiieros. Si hay diferencias analicen las razones v, con ayuda de
51 maestro, corrijan lo necesario,




Aplicacién de las razones trigonométricas

Problemas que se resuelven con trigonometria

\\\;’;’ - . "\\
.’ e, . \\'.\\
24, -J_’__ 60N
; b /, L
32° 39 o
X f A ' RN
1™ ¥
7 %
.\"/ \'\
s \
// F \
A, g by
Fav Y 55
- % £

—_— 0

II. Con base en las medidas que se anotan, calculen el drea del tridngulo equilédtero

{ i v del hexdgono regular.
o, /—\
B
A \
/ Y

fz‘ \\ (/ \)

/ \\\ 3 4

/ \ \ y

f.-"r i '\\ \\\ s
20 am 12 om

IT1. Enel trtazo de una carretera, para calcular el largo de una roca, una topografa marcé
| | el punto P a 240 m del punto R, desde el cual se observan los extremos Qv £ de la
E roca, bajo un angulo de 40°. El angulo que forman las lineas PR v QR es de 90,

Con esta informacién, calculen el
largo de laroca.

= 240 m

IV. A los trabajadores de la compania de luz les recomiendan que el

‘ cable que soporta a un poste forme un dngulo no mavor de 60°

ﬂ con respecto al nivel del piso. El poste mide 6 m de alto v el cable
lo fijan a 3 m de su base. Calculen si en este caso los trabajadores
estan atendiendo la recomendacién.

V. En el plano cartesiano de la derecha se trazé A
la cuarta parte de un circulo de radio 1 v se 1
hicieron marcas a cada 0.2 unidades en ambos |
cjes. Se trazaron fridngulos rectangulos 0.8 8 N
determinados por lineas verticales desde los | : ;
puntos marcados en el eje x hasta el cruce con 06 i

la circunferencia, y por la union de cada uno de i
estos cruces con €l origen. oo

Q-

Usen el teorema de Prtagoras y las razones 0.2
trigonométricas para completar la siguiente

4 N O r

tabla de valores, correspondientes a los cuatro
triangulos rectdangulos formados. o 02 04 G6

Medida de la
hipotenusa

1 | 02 0.98

Valor de x Valor de y sen O cos O

1 0.4
1 0.6

1 0.8

0.8

| El riangulo de la izquierda estd sacado de la figura de arriba,
f cuando x = 0.2, Para calcular, por ejemplo, el valor de y en este
triangulo, se usa el teorema de Pitagoras:

(0.2F + 2 = 1
1 A 04+y2=1
/ ¥ =1-0.04
y2 = 0.96
y = Y096
| - y= 098

ZQué conjetura pueden hacer acerca del par ordenado (x, y) respecto
del sen Oy del cos 07

V1. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccién con las de otros
d equipos. {Coinciden? $i no, analicen por qué y corrijan.




Razén de cambio (1)

Razon de cambio positiva

Elizabeth v Sail colocaron agua en una olla, en la cual también pusieron un

termoémetro para medir como aumentaba su temperatura al colocar la olla sobre

la flama de un mechero.

a) Al principio, la temperatura del agna era de10 *C y aumento 15 °C cada mmuto,
hasta hervir Completa la siguiente tabla que relaciona el tiempo £, con la
temperatura T.

£ (min) O |05 1 |15] 2 |25 3 |35 | & |45 | 5 | 55] &

r(c) 10 25

b) Si el aguna hierve a 100 °C, {después de cudntos minutos en el mechero hervird?

¢} Escribe una ecuacion que relacione a la temperamira T en funcion del tiempo £.

T= . Verifica que los valores de la tabla cumplen con la ecuacion.

d) En el siguiente sistema de coordenadas, grafica la relacién que corresponde.
Nota que, mientras la olla estd en el fuego, también pueden tomarse todos los
valores intermedios entre dos puntos cualesquiera de la grifica, es decir, la
grafica es confinua.

Temperatura (°C) T
A
100G

60
50

40

ot 3
6 Tiempo
[rmin)

Es claro que conforme aumenta el iempo de la ollaen el fuego, también aumenta

la temperatura del agua. £€Como se relacionan estos incrementos.

4} Entre los 3 v 5 minutos, <cudnto se incrementd la temperatura? o

b) En el tiempo transcurrido entre 1 v 4 minutos, <en cudnto se incrementd la
temperatura? i

) El simbolo de incremento va asociado con la literal de la variable que cambia;

asi, el incremento del tiempo se representa como Af, v el de la temperatura
como AT,

En el inciso a conviene escnbir: Af = yvAT = :
en el inciso b conviene escribir: = y =
dj Entre 3 y 5 minutos, dcual es el cociente, o la razon, entre los incrementos?

ATiAE =

e} Entre 1 y 4 minutos, dcual es la razon, entre los incrementos? AT/ =

fi En los incisos a v b, los valores de las variables eran distintos; lo mismo
ocurria con sus incrementos. £Como son los valores que se obtuvieron en las

razones?
] Consideren otro par de puntos de la tabla, llimenles Ay 8. Tomen A (0.5,

y elijan el B ( ; ). Ahora, calculen la razon de los incrementos

entre estos dos puntos AT/AL =
<Coincide este valor con las razones AT/Af que calcularon antes?

hj Seguramente, algunos de sus companeros eligieron otros valores para el
punto B. Comparen sus resultados, v si alguno es distinto, aclaren dénde
hubo ermror.

En este caso hemos visto que, sin importar los puntos que tomaramos, la razon
de los incrementos permanece constante.

a) Uno de los datos en el inciso 1. a 5 igual a la razon de los incrementos, dcual
es?
b} cQué es lo que cambia en este problema conforme avanza el tiempo?

[ El caciente de los incrementos se llama razén de cambio.

¢) La razom de cambio calculada no tiene solo unidades de temperatura ni

unicamente unidades de tempo. Esta dada en

Incremento de
una variable
Es el cambio de la

variable entre dos
valores espedficos.
Las incrementos
Serepresentan

con la letra delta
mayisaila del
alfabeto griego,

\, pero Esta
necesariaments va
ascciada con la
literal dela variable
que cambia.

H||H
|i|




Razén de cambio (2)

Razon de cambio y la indinacion de [a rects

En la leccién anterior, la razon de cambio de la temperatura del agua con respecto al
dempo fue de 15 °C por minuto, o lo que seria igual a 0.25 °C por segundo, también
a 900 *C por hora, etcétera. Se puede decir que esa era la rapidez con la que se
elevaba la temperatura. Cualquier razén de cambio con respecto al tiempo puede
llamarse rapidez.

1. <dSaben como se mide la rapidez de lectura? Vamos a descubrirlo. Para hacerlo,
requieren de un texto del cual conozcan la cantidad de palabras o letras y de un
ﬁ Cronometro.

a) Discutan cudl de las siguientes razones de cambio es mejor para medir la
rapidez de lectura, sefialando las razones de la elegida v digan cémo puede
medirse: 1) Palabras por segundo; 2) Palabras por minuto; 3) Palabras por afic;
4) Libros por minuto; 5) Libros por ano; 6) Letras o caracteres por segundo; 7)
Letras o caracteres por dia.

Elegimos

porque

v lo mediremos

b} La técnica mds comin es utilizar las palabras y cualquier unidad de tiempo,
usualmente minutos. Ello no significa que sea la mejor. Tomen un texto de
una cuartilla, cuenten las palabras que tiene v dénselo a leer a quienes quieran
medir su rapidez de lectura. Midan €l tiempo que tarda, en segundos, en leer
el texto.

Tiempo, t = ; Palabras, p =

c) Para medir una razén de cambio, se deben tener las coordenadas de al menos
dos puntos. Aqui, con sus mediciones, solo tienen las coordenadas de un punto
it,p). Sin embargo, si han transcurrido cero segundos, cudntas palabras se han
leido? . Eso nos da las coordenadas de otro punto (0, %

dj Si suponemos que se avanza uniformemente en la lectura, la grafica debe ser
una linea

).

e} Entre esos dos puntos calculamos los incrementos en la cantidad de palabras

At =

palabras por segundo (usa dos o tres decimales). Para

que parte del punto (0, 0) v termina en ( .

venel tiempo: Ap = y por lo tanto, la rapidez de lectura

Apist =

transformar a palabras por minuto, sélo multiplica ese cociente por 60,

II. En lasiguiente grafica se muestra la rapidez de lectura de cuatro amigos.

| ‘ p
3
200 & palabras / »
- . - - / I/lJ //
§ SRR R 22,
A A
.;,r A /,f
150 1 maman e il = ammn. ’
B L .I'\-']:-\t.il a
Eazzdnsans e L - -
/ | 24 . .Fer-pe
/‘J /
'f/"' I ./-" ,’/ .5-..sar-u
SRR SR g Marolo
. f e . v i . [gln
i o 3 i
ft L P
| / ¥ e o
{/ ¥ f/'
/ AV
| /.; o
S0 1 éz
! Bra7 SrLssEnand)
.f'r’//
L MW i 1 1
2
41 !
iy Tiempo
4 {min}_ ;
4] 0.5 1 1.5 2

a) cQuien lee mas rapido? , 2y quieén mas despacio?

b) 5i la gréfica no tuviera marcados los niimeros, podriamos contestar la pregunta
anterior fijaindonos tan sélo en 5
va que ésta indica también 4

¢} Sabiendo que larazon de cambio es Apff\r, escriban en la gréfica, junto alnombre,

el valor aproximado de la rapidez de lectura de cada uno de los amigos.

II1. A Patricia se le ocurrié usar una computadora para medir la rapidez de lectura.
Tomé un texto de tres cuartillas, lo imprimio v se lo dio a leer a una persona. Tomd
ﬂ ¢l tiempo y una vez transcurndo un minuto, senald la palabra donde se quedo la
persona. En el procesador de texto borrd todas las palabras posteriores v leyé en la
barra de estado la cantidad de palabras que se habian leido en un minuto.
Pagina:3de3 FPalabras 956 O

a) <Es correcto lo que hizo Patricia?
b Si en lugar de hacer leer a la persona durante un minuto, lo hubiera hecho
durante 30 segundos, {qué operacion tendria que haber efectuado con la

cantidad de palabras que indicaba el procesador?

IV. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccion con las de otros
‘ equipos. ZCoinciden? Si no, analicen por qué y corrijan.




Razdn de cambio (3) I11. Alberto encendio una vela de 10 cm de altura y ésta se consumia a razén de 1 cm

Razon de cambio diferente [ ‘ cada 5 minutos.
E a) En el iempot = 0 minutos, la vela mide i1 = cm ~
de altura. En el iempo £ = 5 minutos, la vela mide t =0 min
I. En la primera leccién de este libro, hicieron una actividad donde formaron . siideuliita
A d'lfe,rente_s rectingulos que tenfan un perimetro de 24 LIEES.: b} Consideren los dos puntos de coordenadas (¢, i) del g o el oA
A | a) 81 designan con x a la base v con y a la altura, escriban una igualdad que las i [ el [ I
Wi inciso a) y caleula fAr = Al = Smint ¥ Lo
TR ¢) {Los incrementos son del mismo signo?, esto
b) De la igualdad anterior expresen a la altura en funcion de la base: y = es, ambas variables, t v f, aumentan o decrecen i o
¢} En la tabla siguiente, asignen a x diferentes valores, de 0 a 12, en la igualdad I
anterior y obtengan los correspondientes valores de y. d)De acuerdo a los valores que obtuvieron para los
= | = incrementos, calculen la razén de cambio: :
Ahife =
v | e} Escriban una ecuacién que represente la altura 7 de la vela en funcion del
Altura 4 25— tiempo f transcumrido:
7. . — — d)£Qué pasaria si asignan a x valores fuera del . ¥
.}  —
i VANEE L2 Ij Al resolver la ecuacién parak = 0, se obtiene el valor del tiempo ¢ para el cual
_ En el sistema de coordenadas sigui af i
$l s lmstem: = coorl s SHeyte, FralL: %) En la tabla siguiente, asignen a ¢ diferentes valores, de 0 a 50, en la igualdad
oo e anterior y obtengan los correspondientes valores de fi.
I} {Es posible asignar a x cualquier valor dentro
del rango 0 a 12, por ejemplo x = 7.3405 y ob- 5 50 |
5 tener un valor factible paray? Justifiquen |
su respuesta
h) £Qué pasaria si asignan a t r ;
2) De acuerdo con la respuesta anterior, ¢la grafica }Lfgorespf&ucm del rangli 0 a 507 4 Alura fcmj
que describe a ¥y como funcién de x debe ser i
* ; ® ¥ continua o no? _
o = 10 Base (m} 4
II. Hay una diferencia muy importante entre la linea recta que representa este . .
. Y AP = " B i} Enelsistema de coordenadasde
| fenémeno con el de las dos lecciones anteriores. Vamos a verlo con cuidado. A
& aj Considerenlascoordenadasdedospuntosix,y),cualesquieradelosquegraficaron. e ohtuv;egmn :“ I tab]z
r s )yl ) il Enestecaso,yen eldel principio .
3 b) Cuando se incrementa x, {que le pasa a y, aumenta o disminuye? de la lecci6n, las grdficas de las i
] ¢) Cuando se incrementa y, £qué le pasa a x, aumenta o disminuye? rectas tienen la inclinacién en
1 d) Calculen los respectivos incrementos fAx = y iy = . £Ambos sentido distinto al de las dos
; ; ; lecciones anteriores. Ello se
incrementos deben ser del mismo signo? e siie s i ae ki
e} Calculen la razén de cambio Ay/fx = ‘de qué signo es? :
F f) Ya sabemos que cuando la ecuacién que liga dos variables se representa = ’ o 25 % riempo {smin)
3} con una recta, hay una razon de cambio constante. Por lo tanto, a todos sus
] compafieros debié darles el mismo resultado que a ustedes. Verifiquenlo y en IV. Comparen sus respuestas de las actividades de esta leccion con las de otros

equipos. 51 no coinciden, expongan sus razones y corrijan lo necesario.

los casos en que haya discrepancia, con ayuda del profesor, determinen dénde d
esta el error.




:
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Razén de cambio (4)

Pendiente de la recta

Cuando yo estudiaba secundaria, mi mamé contraté a don Marcelino, un albaiiil,
para que construyera un cuarto de lavado en el patio. Le dio las dimensiones
v le dijo: “el techo lo hace ‘a un agua’, con pendiente de 2%, que escurra hacia
el sur”. El albanil, sin la primaria terminada, pero habil en su oficio, termind
el cuarto cumpliendo las especificaciones. Desde el inicio me intrigd como
resolveria el asunto de la pendiente, que no era otra cosa que la inclinacién que
deheria darle al techo para que escurriera el agua de lluvia. Asi que, cuando llego
el momento de hacer el techo del cuarto, le pregunté a don Marcelino cémo
mediria la pendiente. “Fécil, por cada metro que recorra horizontalmente, subo
2 centimetros verticalmente”, me contesto. Yo me dije: “iPues sil, 2 de cada 100,
es decir, 2/100= 0.02 = 2%, iclaro!”
a) El cuarto tenia 3 metros en la direccién que escurriria el agua. éCudntos
centimetros se deberia elevar el techo para que escurriera el agua con una
pendiente de 2%7 ch.

bj En el siguiente esquema se representan el cuarto v la explicacion del albanil. S5i
denotamos con x a la longitud horizontal del techo y con y a la altura dcuanto

se incrementan? fx =

cmy Ay =

CIT.

_——_-—-—_-I ?

Angulo B =

il
100 cm

3m

Pendiente de 2%

Techo aun agua = A
Hota: Este esquema no es propordonal.

¢} <Cudnto es la razén de cambio? Ay/Ax = . éSe corresponde con
el 2%7
Ayix?
dj No importa que valor se tome de la x, la y correspondiente a la elevacion hara

. ¢Qué funcién trigonométrica del angulo B representa

que la razon de cambio sea . En otras palabras, una recta, o el

techo en este caso, siempre tiene la misma en todos sus puntos.
Hay un elemento mas en el caso de la pendiente, mi mama dijo “que escurra el
agua hacia el sur”, dando con ello la direccion, si hubiese dicho “que escurra el
agua hacia el norte”, la razén de cambio seria negativa y la inclinacion del techo
seria en sentido contrario a la anterior

II. Las graficas que hemos visto en las tres lecciones anteriores, y sus ecuaciones, son.

o

1]

Bl

T

4 Temperatura ["C)
=Ty
¢ ¥ h
o0 ] Palabras .S.Is.:_n: & siura {m) Raitira fem)
jracip ety NN i 5 i i il o EB W o= =
151) ¥
/ IS T
10 4 1 & |
o 5 \ 3 \\ _
RN
Tiempo ¥ T'_*:'“-"'” \ \\ Tiempo
imigd - imin) Base[m) Kl i
8 B USE e g 05 1 R B 5 1w 0 25 8
T=15t+ 10 p = 105¢ yF=-x+12 h=-02t+10
a) £Cudnto fue la razén de cambio en la actividad del calentamiento del agua?
ATt = ¢Se relaciona con algiin elemento de la ecuacion
respectiva?
b) <Cuanto fue la razén de cambio en el caso de la rapidez con que lefa Susana?

Apht =

ZSe relaciona con algiin elemento de la ecuacién respectiva?

¢) ZCudnto fue la razén de cambio en el caso de la altura, respecto a la base,
del rectingulo con perimetro 24 m? Ayfifx =

elemento de la ecuacién respectiva?
d) <Cuanto fue la razén de cambio en el caso de la rapidez con que se consumia

la vela? AvAE =

£8e relaciona con alegiin

¢5e relaciona con algin elemento de la ecuacién

respectiva’
Podemos concluir que la razén de cambio se relaciona con el de
una de las , cuando la otra estd despejada.

51 se avanza en la direccion positiva del eje honizontal, la inclinacion o pendiente

de la recta es positiva cuando la recta va “de subida”, v la pendiente tiene valor

negativo cuando la recta va “de bajada”.

a) Cudles de las grdficas mostradas en ™,
la actividad anterior tienen pendiente

positiva? 2

b} ZCudles de las gréficas mostradas en ;

la actividad anterior tienen pendiente = :
Eje hariz ontal

negativa?




Dispersién y rango

Caleculo del rango

[. En un entrenamiento para tripulacién aérea se hizo la siguiente competencia
| | descargar mediante paracaidas 5 objetos, los cuales deberian caer lo mds cerca

|
E | posible a un punto marcado en tierra. Los siguientes diagramas muestran, desde

Equipo A | EquipoB

una vista a gran altura, el resultado de la prueba de los dos mejores equipos. La
marca del objetivo es el centro de los circulos. En equipo, contesten las siguientes
preguntas.

| ]
®
L] L ]
a
° ® &
. L
Equipo A Equipo i

a) dQué equipo dejoé un paquete mas cerca del objetivo? El
cQué equipo dejo un paquete mas lejos del objetivo? El

b) éQué equipo dispersd menos los paquetes? El

¢} Tomen una regla graduada en milimetros y midan las distancias de cada paquete
al objetivo v, para cada equipo, ordénenlas de menor a mayor. Llenen la tabla a
la izquierda con los valores correspondientes.

dj Para el equipo A, dcudl es la distancia promedio de los paquetes hacia el
objetivo?

) Para el equipo B, Jcudl es la distancia promedio de los paquetes hacia el
objetivo?

f) Considerando ahora los valores, dqué equipo dispersd menos los paquetes? El
equipo . Justifiquen su respuesta

) Para cada equipo, calculen la diferencia entre el mayor valor v el menor valor
de las distancias. A eso se le llama rango.

Rango del equipo A = . Rango del equipo B =
h) Considerando ahora los rangos, dqué equipo dispersé menos los paquetes?
El equipo

i} Su respuesta, {coincide con lo que contestaron en los incisos b) y (7

II. Dos maguinas que hacen barras de acero de 3 metros de largo NO hacen todas

| | exactamente del mismo tamafio. Con el fin de comparar su precisién, se toméo
E una muestra con 100 barras de la produccién de cada maquina, se midié su largo
y se anotaron las diferencias en milimetros. 51 la barra mide mas de tres metros,
se anota la cantidad que lo excede, v se anota una cantidad negativa cuando le
falta. A continuacién se muestran las tablas que concentran los resultados de
estas mediciones.

Maguina 4

Desviacion

Frecuencia

Desviacion

Frecuencia

a) La grafica de la derecha comesponde a A
los datos de la maquina A. Tracen ahi
mismo la grafica que corresponde a los
resultados de la maquina 5. | i\

bj Para las desviaciones de la maquina | L ad

Frecuencia

A, calculen la media yla | |l

mediana - .

¢} Para las desviaciones de la maquina ' |
la | | ¥

mediana ' /

d) Calculen los rangos de los valores de ' ' |

las desviaciones. Rango de las desvia- - = . .

B, calculen la media

ciones de A = . Rango de .

las desviaciones de 5 =

e Desviacidn

—e
(mm)

-

I11. Supongan que en lugar de haber dado las anotaciones de las deficiencias y los
d ‘ excesos, se hubieran dado las longitudes de las barras.

a} Para las longitudes de las barras de la maquina 4, calculen la media
v la mediana
b) Para las longitudes de las barras de la maquina 3, calculen la media

v la mediana
¢} Para las longitudes de las barras calculen los respectivos rangos. Rango de las

longitudes de A = . Rango de las longitudes de § =




Desviacién media

Calculo de la desviacion media

Mat. Distribuddn
estadistica de un
conjunto de valores.

En la leccién anterior se introdujeron dos conceptos importantes: desviadon y rango.
En ambas actividades medimos las desviaciones hacia un objetivo determinado: qué
Dispersion. tan alejados cafan los paquetes de donde debian caer (actividad I) v cuénto faltaba o
sobraba de lo que debia medir la barra {(actividad II). S$in embargo, para un conjunto
de datos cualquiera, también se puede medir la desviacion respecto a la media, lo que

nos dird el grado de dispersién de los datos.

5

Considera los datos siguientes, que son las estaturas en centimetros de un grupo
de cinco amigos: 150, 155, 160, 160, 163.

a) Calcula el rango de los datos. Rango =

b) Calcula la media de estos datos. X =
¢} Calcula las cinco desviaciones de estos datos con respecto a la media, restando

la media al dato comespondiente: ; ; ; i
(81, unas son positivas y otras son negativas).

d) Calcula el promedio de las desviaciones. . iQué crees!, no importa qué

datos tengas, ni cudntos sean, €l resultado siempre serd cero.

¢} Calcula los valores absolutos de las cinco desviaciones de estos datos con

respecto a la media. ; 4 i ; Todos son
positivos, pues eso hace el valor absoluto, calcula la distancia entre un dato
otro, sin importar la direccién, tal como hiciste en la actividad I de la leccién
anterior, (CYa te fijaste cuanto suman las dos desviaciones absolutas del dato
mayor y el dato menor?).

| 150 -X | | 165-X |
| | |
Ii= ] |
150 X 165
| | |
| | |
.
165 — 150

fj Calcula €l promedio de los valores absolutos obtenidos.

A este valor se le conoce como desviacién absoluta promedio o, llanamente,
desviadon media.

II. Si bien el rango, la resta del mayor valor menos el menor, nos da una medida de

dispersion de los datos, pues nos informa que entre estos dos valores estén todos

los demds, la desviacion media complementa la informacién porgque nos dice qué

tan cercanos o lejanos estan los datos respecto al promedio.

) Para las médquinas de la actividad IT de la leccion anterior, los datos de las
longitudes de las barras se pueden obtener facilmente, pues tenemos el defecto
o ¢l exceso de éstas sobre los 3 metros. Coloquen los datos correspondientes
en las tablas.

Naguina A
Longitud [cm)

Frecuencia

Maguina B
Longitud (cm)

Frecuencia

b) Calculen el rango de las longitudes de las barras que produce la maquina A.
Rango de A=

¢) Calculen el rango de las longitudes de las barras que produce la méquina 5.
Rango de §=

dj Calculen la media de las longitudes de las barras que produce la maquina A.
Media de A =

e} Calculen la media de las longitudes de las barras que produce la maquina 8.
Media de 5 =

) Calculen la mediana de las longitudes de las barras que produce la méiquina A.
Mediana de 4 =

#] Calculen la mediana de las longitudes de las barras que produce la maquina 5.

Mediana de § =
h) £Qué méquina es mds uniforme en la fabricacion de las barras? La méquina

Consigue las estaturas de los alumnos de un grupo v calcula la desviacion
media de las estaturas de todos los alumnos. Luego calcula, por separado, la
desviacién media para los hombres v para las mujeres. $i hay una diferencia
grande, digamos, mayor al 50%, entre la de todo el grupo y uno de los géneros,

Justifiquen su respuesta

explica por qué se da esta diferencia.




Diagramas de caja y bigotes

Cuartiles y diagramas de caja y bigotes

Para analizar un conjunto de datos se requiere saber varios de sus pardmetios, es deciy,
los elementos que caracterizan al conjunto, por ejemplo los llamados de tendencia
central, que hemos usado: la media, la mediana v la moda; también algunas medidas
de dispersion, como lo son el rango v la desviacion media; ahora veremos otro mas.

1. Setiene un conjunto de datos ordenados de menor a mayor. La mediana M genera

dos subconjuntos que tienen la misma cantidad de datos. El primero contiene los

ﬂ valores menores o iguales a M v el segundo contiene los mayores o iguales a M.
Con esta informacién completa lo siguiente,

a) Al obtener la mediana, Q,, del primer conjunto, éste a su vez queda dividido

en dos conjuntos con la misma cantidad de datos, el primero contiene %
de los datos del conjunto original v el segundo contiene ¢l % restante, va
que entre los dos deben sumar %

b) Ahora determina la mediana, @,, del segundo conjunto, que a su vez lo divide
en conjuntos, cada uno con % de los datos del conjunto original.
¢} Asi, los valores Q,, M y @, dividen al total de los datos originales en

conjuntos, cada uno con la parte de ellos, por lo que reciben el
nombre de caartiles. Cabe aclarar que M = Q,

dj Qué porcentaje de los datos se encuentra entre Q, y (.7 %

La diferencia entre el primer y tercer cuartil se llama rango intercuartilico.

Cuando todos los datos estdn uniformemente repartidos, se puede ilustrar ast

|

|
Valor

maximo

Valor Rango intercuarilico

minimao

Q
|

| |
|
e

Y s

Sin embargo, en ocasiones los datos se cargan mds hacia uno de los extremos y
se concentran alrededor de un valor, como se muestra en el siguiente diagrama.
Por eso nos interesa saber donde estan los cuartiles.

Q, MG
Valor | Eamgo intercuartilico Valor
minfmo [ > macimo

Precisamente cuando se tiene un diagrama asimétrico es cuando conviene elaborar
elllamado diagrama de caja y bigotes, va que describe visualmente las propiedades
de dos o méds conjuntos de datos. El largo de la caja mide lo mismo que €l rango
intercuartilico, su altura no mporta, los lados de la caja coinciden con los cuartiles
Q, ¥ Q,, la mediana queda dentro de la caja y los extremos de los brazos, o bigotes,
coinciden con los valores médximo v minimo. Por ejemplo, el diagrama de caja de
un conjunto que tiene minimo de 3, maximo de 15, M = 11,Q, = 10y, = 13 es.

M

Minimo Q Q. Madmo

II. Un atleta entrena durante vanas semanas para correr los 400 metros planos. Cada

‘ dia, su entrenador toma el tiempo en que el atleta hace el recorrido, ademads

d de anotar los defectos a corregir al siguiente dia. Después del entrenamiento,

ambos revisan los diagramas de caja v bigotes de los tiempos que hizo €l atleta
semanalmente,

Semanal 4' | |—
Semanad m

30 ag 50 50 70

|

| { » Tiempo

J |sedundos)

a) Segiin los diagramas de caja, cha sido benéfico el entrenamiento?
b} {Qué pasa con la dispersion?
) <Cual &5 el menor tiempo que ha hecho el corredor?

I11. Comparen sus respuestas a las actividades de esta leccion con las de otros
d ‘ equipos. {Coinciden? $i no, analicen por qué y corrijan.




Evaluacion tipo Enlace

Encontrar la regla general de la sucesion cuyos primeros términos son 4, 7, 12,
19,28,...

a) 4 + 3

b) 2n + 2

dn*+3

)52 -1

Encontrar la regla general de la sucesién cuyos primeros términos son 10, 22, 42,
70,106,...
a) 7 + 3
bj4a® + 6
01262 -2
)10 -1

Encontrar el vigésimo térmmo de la sucesion cuyos primeros términos son 5, 7,
11,17, 95,...

a) 423

b) 401

c) 392

d) 385

En la ilustracién se muestra una figura geométrica pegada a un popote.
51 se hace girar el popote, el slido de revolucion que generara es un
a) cilindro

b) cono truncado

c) trapecio

d) paralelepipedo

En la siguiente ilustracion, dcudl es la pendiente de la recta?

a 2

10.

En el siguiente tridngulo rectangulo, si cos b = -2, dcudl es el valor de sen b7

13"
RS
a)senb*ﬁ- :
h)senb:% 2 -
r.}senb=% : -
d]senb=% c 12 oy

En la siguiente fizura, dcnal es el valor de tana?

1
i A

b}% /

/
o 1 /
d 3 i
/o |

a)

En el viaje escolar de fin de afio, a las 9:25 de la manana ya habiamos recorrido
75 km v a las 10:05 completamos 135 km de recorrido, llegando al sitio elegido
para el paseo. <Cual fue la razon de cambio, en ﬂ., para la distancia recorrida
entre las 9:25 v las 10:057 S

)30 b) 20

910 45

Se tiene una rampa cuyo angulo de inclinacion es de 45°, entonces la pendiente
es 1 (es decir, la pendiente es tan 45° = 1). Cuando uno asciende 2 metros por la
rampa, los metros que ha recorrido horizontalmente son

a)3 b) 2

915 a1

En la ecunaciony = 2 — x, la razén de cambio Ay/Ax es
a) 2 hj -2
91 d)-1




Evaluacion tipo PISA

iA llenar la cisterna! =
S —

En la siguiente tabla se muestra la cantidad de litros que tiene una cisterna durante 5. Suponiendo que la capacidad total de la cisterna es de 5 m’, haz una grafica
determinada hora del dia en la que se esté llenando. que muestre €l volumen de agua en funcién del tiempo, desde la hora en que
comenzo a caer €l agua hasta la hora en que se llend.

Horz del dia 1:30 1:40 1.50 2:00 2:10 2:20

Violumen (fitros) 1080 1480 1880 2280 2680 aoan

1. De la1:40 a las 2:00, el valor del incremento del volumen {Av, en litros) y el del
incremento del iempo (/¢ en minutos) son, respectivamente:

aj 800, 20 ) [0S S S /) SO/ | 5 i
b) 1480, 100

c) 2280,120

d) 2000, 50

2. Suponiendo que la rapidez con la que cae agua a la cisterna es constante, dcual
es el valor de ésta en litos por minuto?

3. Relaciona los incrementos del volumen, Av, con los respectivos incrementos del
tempo, Af.

{minutos)

10 [ ] L 1200
30 ] ® 2400
14 [ ] L] 4400
25 L] ® a0

2 L] & 1000
27 [ ] 8 1080

4. Silarapidez con la que cae agua a la cisterna es constante, y al principio estaba
vacia, <a qué hora empez6 a caer el agua?




La tearia de la probabilidad tiene una gran variedad de aplicaciones en muchas ciencias. Aunque su origen se remonta I -

al siglo ¥Vl e importantes matematicos han contribuido al desarrollo y complejidad de su estructura matematica actual, I » qL@ QU'E W
el analisis de eventos tan sencillos como lanzar una moneda o un dado sigue siendo la manera mas facil de introducirse ;

en su teoria y aplicaciones. Desde Pascal, Fermat y Bernoulli hasta llegar a von Neumann y Wiener, entre otros, la

probabilidad ha evolucionado de las monedas y los dados hasta el movimiento browniano y la teoria de juegos, tan
aplicable en la economia moderna.

Aprendizajes esperados: i
» Resolver y plantear problemas gue involucran ecuaciones mm : . :
lineales, sistemzs de ecuaciones y ecuaciones de segundo grado. § : N " ﬁﬂmﬂmqﬂi can el
de Ecuacmnes lineales, cuadratica tem
de ecuaciones, Formulacion de. woblemas a
partir de una ecuacién dada.

Resolver problemas que implican calcular el volumen de

dlindros ¥ conos o cualquiera de las varizbles que intervienen
en las formulas que se utilicen. Anticipar como cambiz el ;
volumen al aumentar o disminuir alguna de las dimensiones. AﬂahSlﬁ de las seccdones C[UB Eﬂ'ﬂ ienen al

Leer y representar, grafica v algebraicamente, relaciones

lineales y cuadraticas. Calcula de Ias medidas de Ins

circulos que se obtienen al hacer I:mms'
paralelos en un cono recto.

Construccion de las formulas p&mmﬁ‘w&a}'el
‘volumen de cilindros y conos, tomando ¢ ]
referencia las formulas de pr‘ismasyﬁxﬁu:ﬂﬁes;

c 1 ; ; 4 ‘Estimacion y calculo del volumen de dlindros
ompetencias que se favorecen: ¥ ¥ conos o e cuskquiers cefas Tl 1

Resclver preblemas de manera auténoma. 4 . 114 imphl:adas en Las formilas
Comunicar informacién matematica. . :
' Anilisis de situaciones problematicas

Resolver problemas que implican calcular |2 probabilidad
de eventos complementarios, mutuamente excluyentes e
independientes.

Validar procedimientos v resultados. ol Sp B e AmBR T g ﬂ ﬂl: {2 bi I [a_.

Manejar técnicas eficientemente,
i : : i la economia y otras disciplinas, en las

‘que existe variacion lineal o cuadrdtica

entre dos conjuntos de cantidades.
 Anglisis de las condiciones ni

para que un juego de azar sea

base en la nocitn de rmlhdmsqui?mbnbim
'y no equiprobables.




Distintos problemas, diferentes ecuaciones (1)

Segun el problema es |2 ecuacion

La resolucion de un problema pasa por tres etapas. La primera es la comprension
completa del mismo, sus variables o datos, su incognita v las relaciones entre ellos,
La segunda es el planteamiento o traduccion correcta de dichas relaciones al lenguaje
algebraico y la tercera es la transformacion valida de las expresiones algebraicas.
En estas lecciones practicaremos la resolucion de problemas de diferente grado de
complejidad.

I. Un comerciante obtiene una ganancia de $245 por la venta de tres articulos:
| a, b v . La utilidad que obtiene en laventade aesu, enladebesu—15yenla
ﬂ de ¢ es 2u —40. £Cual e5 la utilidad obtenida en cada articulo?

Resolucion
a) Lo primero que se debe hacer es expresar en lenguaje algebraico la afirmacién

“La suma de las tres utilidades es igual a 2457,
b} De la expresion anterior se despeja & v se obtiene la utilidad de a =

¢i Elvalor de u se sustituye en & — 15 v se obtiene la utilidad de b =
d) El valor de u se sustituye en 2u — 40 y se obtiene la utlidad por la venta de

T

Comprueba si los resultados son correctos sustituyéndolos en la primera
expresion algebraica.

II. En un dia de trabajo, tres amigos, Héctor, Eduardo v Juan, ganaron $600. Héctor

E ; | gand $20 menos que Eduardo v Juan gand el doble que Héctor. LCudnto gand

cada quién?

Resolucién
a) dAcual de los tres amigos se debe tomar como base para designar los ingresos?

b) Una vez designados simbdlicamente los ingresos de cada uno, la expresion
algebraica que los relaciona es:

¢} Ingreso de Héctor:

d) Ingreso de Eduardo:

e} Ingreso de Juan:

Comprueben sus resultados sustituyéndolos en la suma de b).

. El producto de un nimero por la diferencia del mismo nimero menos 4 es 32.

II1. Un terreno rectangular situado junto a una barda tiene 200 m* de drea y para

a

cercar sus tres lados restantes se necesitaron 50 m de alambre. {Cudles son las
dimensiones del terreno?

Resolucidn
a) Si designan con x la longitud de los lados menores, la longitud del
lado mayor es:

b) El producto de la longitud del lado menor por la del mayor es
igual a:

¢} La afirmacion anterior expresada en términos algebraicos es:

d} Que al hacer las operaciones indicadas queda asf:
€] Y al ordenar los términos e igualar a cero se tiene la ecuacién cuadratica
fi Cuya factornizacion es:

) Por lo tanto, sus soluciones son:

K S S
h) 2Cudl de las soluciones es aplicable al problema?
i) <Por qué la otra no es aplicable?

Sustituyan en a} y ¢} la solucion encontrada para comprobar que es la comecta.

4Cudl es el niimero?

Resoludén
a) 5i designan al nimero buscado con n, entonces la expresion algebraica que
describe el problema es:

oG~ g=
b} Que al hacer las operaciones queda ast:

¢} E igualando a cero:

dj 5e tiene una ecuacion que se puede factorizar:

=+ )

¢} Por lo tanto, sus soluciones son
e ¥ k=

i
=

Comprueben que las soluciones son correctas sustituyendo su valor en aj.

Sentido numeérico y pensamiento algebraico
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Distintos praoblemas, diferentes ecuaciones {2)

Redacdon complicada y ecuacion sencilla, éo viceversa?

La redaccién de algunos problemas puede parecer un poco complicada, pero la
ecuacidn que los describe puede ser muy simple v facil de resolver. En otros proble-
mas puede ocurrir lo contrario. Por ello es importante familiarizarse con toda clase
de ellos y desarmollar la habilidad para traducirlos a lenguaje algebraico. Una vez
expresados algebraicamente, las herramientas metodoldgicas entran en juego y es
importante seleccionar la mds adecuada para cada caso.

i

El triple de un niimero, menos 8, es igual al niimero més 12. éCuél es el namero?
a) Ecuacién que describe el problema:

b) éDe qué grado es la ecuacion?
c) dCudntas variables tene?
dj En cuantos pasos se resuelve la ecuacion?

e} El nimero buscado es
Comprueba tu resultado sustitivéndolo en la ecuacién.

Expresen el siguiente problema con una ecuacion.

| Un padre tiene el cuadruple de la edad de su hijo. Dentro de 14 afios, la edad del

padre sera el doble que la de su hijo.

Elijan una literal para representar la edad del hijo y encuentren la edad actual de
ambos.
a) La ecuacionm es

b ¢De qué grado es la ecuacion que resuelve el problema?
c) ¢Cuantas variables tiene la ecuacion?
d) ¢En cudntos pasos se resuelve la ecuacién?

) La edad del padre es v la del hijo es

Sustituyan los valores encontrados en la ecuacion para comprobar que son
correctos.

En un examen de 120 preguntas, una respuesta correcta vale 2 puntos v una
incorrecta disminuye un punto. Oscar contestd todas las preguntas y obtuvo una
calificacién de 75 puntos. ZCudntas preguntas contestd comectamente?

Sitodas las preguntas fueron contestadas, la ecuacion debe tener la forma de una
resta o diferencia puntos a favor menos puntos en contra es igual a

a) Si # representa el nlimero de respuestas correctas, dcudntas fueron las
incorrectas?

b} Ecunacion que describe el problema:

) Al resolver la ecuacion se obtiene x =

d) Las respuestas comectas le dieron a Oscar puntos.

€} Las respuestas incorrectas fueron y le restaron puntos.

Si la diferencia de puntajes es igual a 75, eso comprueba que el valor de x
encontrado es correcto.

Comparen sus respuestas con las de otros equipos y con el apoyo de su
profesor, aclaren dudas v elijan a un equipo para que exponga a todo el grupo el
procedimiento de resolucion v la comprobacién.

. Un problema de edades también puede resolverse con un sistema de ecuaciones

lineales, si se usan literales distintas para simbolizar las edades de los personajes.
Examinen y resuelvan el siguiente.

Dentro de & afios, la edad de una madre serd el doble de la que tendré su hija, pero
hace 3 anos la edad de la madre era el triple de la que tenia su hija. Simbolicen
con m la edad de la madre v con & la de la hija. ZCudntos anos tienen ahora?

a) Ecnacion que relaciona la edad de la madre con la de la hija dentro de 8 anos:

b Ecuacién que describe la relacion de sus edades hace 3 anos:
¢} Al despejar m de una de las ecuaciones se obtiene m =

d) El valor de i se sustituye en la otra ecuacion para obtener it =
¢} El valor de it se sustituye en la ecuacion del inciso ¢) para obtener el valor

numeérico de m =

Los valores de m v i encontrados en d) y €) se sustituyen en la ecuacién de aj para
comprobar gue son correctos.

Ademas de saber plantear un problema y traducirlo correctamente al lenguaje
algebraico, es muy importante manejar las técnicas de éste de manera correcta y
con soltura. Por ejemplo, para resolver la ecuacién
x*—16x + 64 =0
a) Si aplicas la formula general, élo haces al pie de la letra o primero
calculas el discriminante para saber si tiene dos, una o ninguna solucién?

b} Si la resuelves por factorizacion, dlo haces primero mentalmente v luego
escribes o ambas cosas a lavez?

) ZCuantas soliciones tiene esta ecuacion?

d) <Cualies) es{son) ellos) valories) de x?




Ecuaciones y problemas

Dada una ecuacion, formular un problema

Una vez que se ha practicado ampliamente la resolucién de problemas planteando y
resolviendo una o mds ecuaciones, ahora inverimos €l orden del proceso: a partir de
una ecuacion, plantear problemas.

ﬂ |

Si se tiene la ecuacin:

x4+ 2x=12
&Qué problemas pueden plantearse que se resuelvan con ella?
4) Supongan que x es un nimero entero.

ZQué significa x + 2x7
ZQué significa x + 2x = 127

A partir de sus respuestas a las preguntas anteriores, redacten un problema que
sea resuelto mediante la ecuacion de arriba

b) Cambiemos el contexto del problema v ahora supongamos que x representa la
edad de Luis v 2x €5 la edad de su hermano.

En este contexto, dque significado tiene x + 2x7
ZQué significado tiene x + 2x = 127

Con base en esta informacién, redacten un problema que sea resuelto mediante

la ecuacion inicial.

51 se tiene el sistema de ecuaciones:
x+y=24
2 + 4y = 64
&Qué problemas pueden plantearse que se resuelvan con el sistema?
a) Supongan que x ¥y son nimeros.

ZQué significa x + y?
cQué significa x + y = 247
cQué significado tiene 2x + 4y = 647

A partir de sus respuestas a las preguntas anteriores, redacten un problema que

sea resuelto mediante el sistema de ecuaciones inicial.

ﬁ

b) Cambiemos el contexto del problema y ahora supongamos que x es un nimero
determinado de escritorios con 2 cajones y ¥ es un numero determinado de
escritorios con 4 cajones.

Eneste contexto, Zqué significado tiene x + y7
ZQué significado tene x + y = 247

ZQué significan 2x y 47

ZQué significado tiene 2x + 4y = 647

Con hase en esta informacion, redacten un problema que sea resuelto mediante

el sistema de ecuaciones inicial.

5i se tiene la ecuacion:

xXx—35) = 300
ZQué problemas pueden plantearse que se resuelvan con ella?
4) Supongan gue x es un nimero entero.

ZQué significan x v x — 57
<Qué significa x{x —5)7
<Qué significa x(x —5) = 3007

A partir de sus respuestas a las preguntas anteriores, redacten un problema que
sea resuelto utilizando la ecuacién inicial.

b} Supongamos que x representa la medida del lado largo de un terreno rectangular.
<Qué representa x —57
<Qué representa 4x — 107
<Qué representa x(x —5)7
<Qué significa x(x — 5) = 3007

Eedacten un problema a partir de las respuestas a las preguntas anteriores, de

manera que se resuelva con la ecuacion inicial.

. En una hoja suelta escriban dos ecuaciones cuadraticas sencillas. Intercambien su

hoja con otra pareja de companeros € mventen problemas que se resuelvan con
las ecuaciones que les pasaron. Cuando terminen, recuperen su hoja y revisen
que los problemas planteados realmente se resuelvan con sus ecuaciones.

Con la coordinacion de su profesor, pueden hacer este ejercicio por equipos v al
terminar, exponer a todo el grupo los problemas que ademds de comprobar que
se resuelven con la ecuacién planteada, sean mds imaginativos o ingeniosos.




Cortes a un cilindro y a un cono

Secdones que se obtienen al cortarlos con un plano

I. Vacien agua coloreada en un vaso cilindrico

| ransparente.

ﬁ | a) 81 colocan la base del cilindro en posicion
horizontal, cqué forma tiene la superficie libre
del agua?

bj §i inclinan un poco el cilindro, la superficie libre
del agua tiene la forma de una elipse. ZQué hacen

para que la elipse sea mayor?

¢} i colocan el cilindro con agua de manera que
su generatriz esté en posicion  horzontal,
cqué forma tiene la superficie libre del agua?

d) i desean que la superficie libre del agua forme
un rectangulo de menor drea, {qué deben hacer?

e] ¢En qué caso lasuperficie libre del agua determina

el rectangulo de mayor drea?

II. Vacien agua coloreada en un cono transparente.
4) Sicolocan labase del cono en posicién horizontal,
d Zqué forma tiene la superficie libre del agua?

b) b) i inclinan un poco el cono, dqué forma tiene la

superficie libre del agua?
¢} Si colocan el cono de manera que la superficie
libre del liquido sea paralela a la generatriz del

cono, se forma una pardbola. ZQué pueden hacer

para que la pardbola sea menor?

d) Si colocan el cono de manera que la superficie Libre
del agua sea paralela al eje del cono [perpendicular
a su base), se forma un caso particular de hipérbola.
£Qué figura se genera sila superficie libre del agua
es paralela al eje del cono y coincide con su vértice?

. Supongan que pudieran vaciar agua dentro de una esfera transparente.

a) ZQué forma tendria la superficie libre del agua dentio de la esfera?

bj Si inclinaran hacia un lado la esfera, dqué forma tendria la superficie

libre del agua?
¢} Sidesearan que el circulo que se forma en la superficie libre del agua
fuera el de mayor drea, <qué deberian hacer?

IV. Consideren la ilustracion del pastel de la derecha.
a} Visto como cuerpo geométrico, dqué forma tiene?

Q-

Jqué forma tiene esa seccién transversal?

¢} Si se hace un corte paralelo al primero, <qué relacién tiene esa (

seccion transversal respecto del primer corte?

V. Al cortar un cono mediante un plano, que no pase por su vértice, se obtienen
‘ diferentes secciones. Anoten el nombre de cada seccion y la posicion del plano
ﬁ— respecto de la base del cono.

a) b)

VI. Construyan un cono con plastilina. Hagan cada vez un corte para obtener una
circunferencia, una elipse, una pardbola y una hipérbola. Verifiquen que los cortes
~| tengan las caracter{sticas requeridas para generar las secciones correspondientes.

Las secciones que se obtienen al cortar un cono mediante un plano se llaman
conicas. Las conicas son la drcunferencia, la elipse, la pardbola vy la hipérbola.

VII. Comenten sus respuestas a las actividades de esta leccion con otros equipos del

o | BrUpoy con ayuda de su maestro, obtengan conclusiones generales.
(

b} Si se cortaverticalemente el pastel, coincidiendo el corte con su eje, e —




m # Varios circulos en un cono ¢) Con base en la.s medld::ls de los cuatro conos, Felipe R e | B R
: concentrd esa informacién en la tabla de la derecha.

Completen la tabla.
d) De acuerdo con esta tabla, son proporcionales las altura

M y el radio de la base? Justifiquen su respuesta.

Calculo del radio de los droulos paralelos a |z base de un cono

I. Felipe es disenador industrial y tiene el encargo de
d | disefiar, para empacar regalos, conos semejantes al

de la derecha, cuya base mide 4 cm de radio v tiene
una altura de 16 cm. Lo primero que se plantea el
diseiiador es si existe una relacion entre la altura
de cada cono y el radio de su base, conservando la
semejanza entre los conos. Radic de &
a) Antes de continuar con el desarmollo de esta . latapa |

actvidad, discutan ente los miembros del : {cm)

equipo si existe una relacion entre la altura del

cono y €l radio de la base. Pueden proponer

una conjetura sobre esta relacion y verificarla o |

desecharla, analizando casos particulares. H =l L . f || L | | | L
b) Para analizar la relacién entre la altura del cono vy el radio de la base, Felipe ol 1 2 3 45 6 7 8 % 10111213 1815 1617 18 19 20 21 22 23 24  Alturs del coro

se plantea, a partr del cono de 16 cm de altura v 4 cm de radio, trazar en fem]

papel cuadriculado conos similares de 16 cm, 12 cm, 8 cm y 4 cm de altura,

respectivamente. Tracen en la siguiente cuadricula los conos que faltan.

€] Con los datos de esta tabla, Felipe construy6 la siguiente grafica. Terminen de
localizar los puntos v inanlos con trazo continuo,

E!ﬁ om

=R L B W
t i —t
2 ]

fj Conforme a esta gréfica, Felipe puede saber, a partir de la altura de un cono, cudl
es ¢l radio de la base de cualguier cono. Para ello, completen la siguiente tabla.

| Altura del cong (em) | Radiz de |z base (om) Altura del cono {cm) | Radio dela base (cm) Alktura del cono (cm) | Redio de Iz base (cm)

20
2 12 2
4 14 24
16
8 18

II. Los signientes conos miden 20 cm de altura v 5 cm de radio en su base, en cada caso
E .| se dalaaltura del nivel del agua. Anoten cudl es el radio de la superficie libre del agua.

I1I. Comparen sus respuestas de esta leccion con otras parejas. $i no coinciden, analicen
E ’ ‘ por qué v corrijan lo necesario.




Volumen de un cilindro

A partir de la formulz para un prisma, obtenemos la del dlindro

I. Las siguientes figuras muestran poligonos regulares inscritos en un circulo del

Q00

Hexdgono Octagono Dodecdgono 16-dgcno

a) A medida que aumenta el nimero de lados, el poligono se acerca més a

b} De manera parecida, imaginemos que el nimero de lados de la base de un
prisma poligonal aumenta.
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Prisma Prisma Prisma
hexagonal octaponal dodecagonsl

¢} Conforme aumenta el mimero de lados de la base, el prisma poligonal se parece
mas a

d) cQué diferencia hay entre un prisma y un cilindro?

II. Para calcular el volumen de un prisma se usa la formula

“I!i |

a) De igual manera, para calcular el volumen de un cilindro se usa la férmula
V —

B: drea de la base
ft: altura del prisma

Justifiquen su respuesta.

bj La base de un cilindro es un circulo, por lo tanto, la formula para calcular el
volumen de un cilindro es

V:

I11. Completen y comenten la siguiente informacién con todo el grupo.

X

Para calcular el volumen de un cilindro se usa la formula
V=T1rh
donde r es del cilindro vk

IV. ¢El volumen de un cilindro es proporcional a su altura?

ﬁ ‘ Para responder a esta pregunta usen la formula para calcular €] volumen de un
cilindro y hagan lo siguiente:
a) Dupliquen la altura del cilindro y vean qué ocurre con el volumen.
1) Dividan entre dos la altura del cilindro v vean qué efecto tiene en el volumen.

¢) Conforme a las respuestas en aj y b}, el volumen de un cilindro y su altura son

proporcionales? Justifiquen su respuesta.

V. ZEl volumen de un cilindro es proporcional a su radio?

A ‘ Para responder a esta cuestion, propongan preguntas como las de aj, b) y ¢) de
la actividad IV.

V1. Hacemos girar en torno a un popote un rectangulo de largo Ty ancho a.

d ‘ a) Escriban la expresién que determina i
el volumen del cuerpo geomeétrico
que se genera si el rectingulo estd 1

pegzado al popote por el lado [.

b} Escriban la expresion que determina
el volumen del cuerpo geométrico
que se genera si el rectingulo esta L
pegado al popote por el lado a.

VII. Comparen sus respuestas de esta leccion. 8i hay diferencias, analicen por qué v

! ‘ corrijan lo necesario,




Calculo del volumen de un cono

Con base en la formula la piramide, obtenemos la del cono

I. Como en el caso de los cilindros, imaginen que el ndmero de lados de la base de
E , | una pirdmide aumenta.

i
A
A

7 ,"I 1\

h s
Fi I 1
é;' .'II | )
I
; : \.I! l\I //’
Pirdmide Pirdmide Pirdmide
hexagonal octagonal dodecagonal

a) A medida que aumenta el nimero de lados de la base, la pirdmide poligonal se

parece a
b) cQué diferencia hay entre una pirdmide y un cono?

II. Tomemos como referencia la formula para calcular el volumen de una pirdmide.
., a) Para calcular el volumen de una pirdmide se usa la formula
ﬁ {

Las literales que intervienen en esta férmula significan

b) De la misma manera que en el caso de una pirdmide, para calcular el volumen
de un cono se usa la férmula

donde r representa
c) En esta formula, si en lugar de B (base) escribimos 7 +, la formula para calcular
el volumen de un cono nos queda de la siguiente manera:

II1. Comenten la siguiente informacion entre todo el grupo (completar:
Lx

L
A
5

Para calcular el volumen de un cono, se usa la siguiente formula:

_ Tt h
Y= 3

donde r es del cono y it

I11. Se hace girar un tndngulo rectdngulo de catetos a y b en tomo a un popote.

E‘ a) Escriban la expresion que [ b} Escriban la expresion que

permite calcular el volumen i)

del cuerpo geométrico que © 3
se genera, si el tridangulo
rectangulo se pega al popote o
por su lado a.

IV. El alindro v el cono de la fotografia de la derecha
‘ tienen la misma altura y el mismo radio en sus bases.
‘5 El cono estd completamente lleno de agua coloreada.

Anoten frente a cada una de las siguientes fotografias
lo que les sugiere cada una.

h L&

-
A\

permite calcular el volumen
del cuerpo geométrico que
se general, si el triangulo

rectangulo se pega al popote
por el lado b.

VIL Contrasten sus respuestas a las actividades de esta leccién con otras parejas de
E ‘ companeros. $i no coinciden, revisen el porqué v corrijan lo necesario,




Volumen de cilindros y conos (1)

Estimacion y calculo con formulas

Antes de resolver los siguientes problemas haciendo operaciones, estimen el resultado.
Después hagan las operaciones correspondientes y compérenlo con su estimacién. Si
su estimacion estuvo lejos, analicen por qué. 5i la estimacién de algunos compaiieros
estuvo cerca, pidanles que compartan su estrategia con el resto del grupo.

I. Estimeny calculen el volumen de los siguientes cuerpos. Al hacer su estimacién

ﬂ | pueden, por ejemplo, darle a 7 el valor de
s 3

10,5 an

3.
b)

lm

— 7 an 11 amn

. Los siguientes problemas se refieren al cilindro de la
derecha.
i) Este tinaco cilindrico tiene 2 m de didgmetro en su base v
2.5 m de altura. £Cual es su volumen?

b} <Cual seria la altura de un cono que tuviera el mismo
volumen y la misma base que este tinaco?

¢} Si al mismo tinaco cilindrico se le aumentara 20% a su
altura, £en qué proporcién aumentaria su volumen?

d) 5i al mismo tinaco se le aumentara 20% al didmetro de su
base, dcual seria su volumen?

II1. Un silo es una construccion que se usa para almacenar
[ ‘ granos v cereales v puede tener la forma de un cono. La
ﬁ figura de la derecha representa un silo conico de 12 m de
didmetro y 8 m de altura.
) Calculen el volumen del silo.

bj Si el silo contiene grano hasta una altura de 4 m, calculen
el volumen del grano almacenado.

¢) Calculen el volumen que ain queda vacio en el silo.

IV. Comparen sus respuestas a las actividades de esta leccién con las de otros
!' equipos de compafieros. $i no coinciden, expongan sus razones v con avida de

su profesor corrijan lo necesario.




Volumen de cilindros y conos (2)

V1. Calculen la medida del radio r y el volumen V del siguiente cono.
Caleulo del radio de |z base y |2 altura

[. De la formula para calcular el volumen de un cilindro: é\/‘a
- | V=1rh, r= : I\ I=
‘!‘ despejen s v h. iu b
: F oL P
E \
II. De la formula para calcular el volumen de un cono: j;
= 3 h — . S

despejen r v h.

VII. Calculen el angulo a, la altura fi y el volumen ¥ del siguiente cono.

ek

II1. Completen la siguiente tabla.

A | Cuerpo geomeétrico Radio de la base Altura Volumen
Cilindro & cm 20cm
Cilindro dem 112 ecm?
Cilindro 36 cm 424 cm? .
Cono 10cm 72cm B
Cono 5cm 620 cm? Vv
Cono 2cm a0 cm’®

[V. Calculen la medida que falta en los siguientes cilindros:

d | : _ e

V=160 cm®

VIIL En épocas pasadas se usaban cilindros para medir granos,

‘ en los que su altura debia medir el doble que el diametro
s ﬂ de su base. De acuerdo a esta regla, calculen el radio de la
S . base v la altura de un cilindro para medir un litro.

V. Calculen la medida que falta en los siguientes conos:

| a) Un cono tiene 20 m* de area en su base y un volumen de 160 m®. Encuentren
E su altura.

b} 2Cuél debe ser la altura de un cono, si se desea que el radio de su base mida 2
cm vy tenga un volumen de 80 cm?®?

IX. Enue todo el grupo comparen las respuestas de los diferentes equipos. $i no

¢) Un cono tiene 16 cm de altura y 160 cm® de volumen. Calculen el radio de su LIl coinciden, expongan las razones v con avuda de su maestro corrijan lo necesario,
base.
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Funciones lineales y cuadraticas en distintos contextos (1)

L2 herramients adecuada produce el resultado correcto

En la naturaleza vy en la actividad humana existe una enorme variedad de fenomenos
v situaciones que requieren analizarse, explicarse, preverse, plantearse v resolverse
con ecuaciones. Entonces, dos aspectos de gran importancia son: familiarizarse con
todo tipo de ecuaciones y las técnicas para resolverlas, y plantear correctamente la
ecuacion que corresponde a una situacion real expresada en lenguaje natural.

1. Elvalor total de i billetes de $100, 3a hilletes de §50y 7a hilletes de $20 e5§5 850.
ﬂ aj ¢Cuantos billetes hay en total?
b) éCudntos billetes hay de $1007
c) Cudntos billetes hay de $507
d) ¢Cudntos billetes hay de §207
Comprueba tus resultados.

El problema se resolvié planteando una ecuacién

II. La entrada a un parque de diversiones cuesta $50 por adulto y $25 por nifo.
, | En un dia entraron 300 personas y pagaron en total §12 250. {Cuantos ninos y
A | cuantos adultos entraron al parque?
a) 51 designamos a los adultos con a v a los nifos con ri, se tiene
a+ n=1220
b} Ademds, se sabe que -+ = 300
¢} El nimero de nifios es a =
dj El nimero de adultos esa =
¢ El pago total por los ninos fue:

f) El pago total por los adultos fue:
Comprueben sus resultados.

El problema se resolvi6 planteando

II1. Un técnico en computacién instala un negocio de reparacién de computadoras
v asesoria en computo. Después de hacer cdlculos, estima que el costo mensual
ﬁ - por mantener €l negocio se describe con la ecuacion
y = 20x + 5000
donde x es el niimero de clientes. También concluye que sus ingresos mensuales
se representan con la ecuacién
y=065x-1700
éCuantos clientes necesita para salir a mano?
£Cudnto ganaria si tuviera 250 clientes?

ool

a) Salir a mano significa que los ingresos son iguales a los gastos, por lo tanto, se

deben las ecuaciones.

b) Al despejar x de la igualdad anterior se obtiene que el nimero de clientes

necesario para salir a mano es , redondeado al siguiente entero.
¢} Para contestar la segunda pregunta se sustituye x por 250 en la ecuacién de los

ingresos v se obtiene:
d) £Como comprueban si sus resultados son correctos?

¢} El problema se resolvid planteando

En un deportivo se estdn jugando 13 partidos de tenis por 38 personas. Algunos
partidos son individuales, jugados por dos personas; otros son dobles, jugados
POr cuatro personas.

a) dCuantos partidos individuales se estan jugando?
b} £Cudntos partidos dobles se estdn jugando?
¢} El problema se resuelve planteando

Resoludén

Comprueben sus resultados v comparenlos con los de otros equipos.

En el lanzamiento de jabalina, la altura de ésta se describe con la ecuacién
hit)= 1682 + 79t + 5

Dondet es el tempo en segundos que transcurre desde que se lanza la jabalina

hasta que llega al suelo.

a} £Cuél es el valor de la altura cuando la jabalina toca el suelo?

b} £Qué se debe hacer para calcular el tiempo que la jabalina esta en el aire?

¢} £Qué método empleas para resolver la ecuacion?
Resoludién

d) <Cudles son las soluciones de la ecuacion? ¥
¢} <Cudl solucién debe desecharse y por qué?

Compara tu resultado con el de otros companeros v con el apoyo de su profesor,
aclaren las dudas sobre el procedimiento v su resultado.
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Funciones lineales y cuadraticas en distintos contextos (2)

Recursos versatiles para situaciones diversas

En esta leccion continia la practica de traducir y plantear la ecuacion o ecuaciones
necesarias para resolver problemas de diferente tipo, asi como los métodos para
hacerlo. Es muy deseable trabajarlos de manera independiente v s6lo recurrir al
esquema mostrado aqui para aclarar dudas o comparar procedimientos y resultados.

i

Dos ciclistas, A v B, estan separados por 300 km y se dirigen el uno hacia el otro,
arrancando al mismo tiempo. La velocidad de A es 27 kan‘h v la de B es 33 kimv/h.

Calcula el iempo que tardan en encontrarse.

a) Representa el dempo con . De acuerdo a las condiciones del problema,
Zsupones que el tiempo serd igual para ambos? Explica

b Las velocidades a las que se desplazan son . por lo tanto, las
distancias que uno v otro recorren son

¢} La suma de las distancias que recorren es

dj La distancia recorrida por A es

e} La distancia que recorre B es
f) La ecuacién que resuelve el problema es:

=) Al resolver la ecuacion se obtiene £ =

hj Para comprobar si el valor de ¢ que obtuviste es correcto, calcula la distancia
que TecorTio A: y la que recomao 8:

i} La suma de las respuestas al inciso h) debe ser igual a

Dos aviones parten del mismo aeropuerto a la misma hora, en direcciones opuestas.

La velocidad de uno es 300 knvh mayor que la del otro. Después de 4 horas de vuelo,

| se encuentran a 5 000 kan de distancia. Calculen la velocidad de los aviones.

a) 5i representan con v, la velocidad del avion lento y con v_la del avion mas
rapido, entonces la relacion entre ambas velocidades es
b} La distancia que recorre el avion lento es

¢} La distancia que recorre el avion rdpido es
d) La ecuacién que relaciona ambas distancias con la distancia que separa a los
aviones después de 4 horas de vuelo es:

¢) Al resolver la ecuacion se obtiene v, = yv=
[} De acuerdo a estos valores, la distancia que recomid el avion lento es

v la distancia recorrida por el avion rdpido es
#] Las velocidades que calcularon son correctas si la suma de las distancias

recorridas por los aviones es igunal a

I

ek

V.

&

El dueno de un edificio de 70 departamentos puede alquilarlos todos si los renta
en §4 000 mensuales. Por cada aumento de $§100 en la renta, un departamento se
queda vacio. /Cudl debe ser €l costo del alquiler por departamento para tener un
ingreso total de $297 6007

) Sidesignan conn el nimero de aumentos de $100, entonces el nuevo costo del

alquiler por departamento es de

b) 8i el alquiler se incrementa en a veces $§100, dcudntos departamentos quedan
vacios?

¢} De acuerdo a la respuesta anterioy, €l niimero de departamentos alquilados es

entonces
d) El ingreso total es igual al costo del alquiler sefialado en a}, multiplicado por el
numero de departamentos alquilados, obtenido en ¢:

( )% (. )= 297 600
€} En el primer factor de la expresion anterior se puede extraer 100 como factor
comiin y queda asf:

100( ) ) = 297 600
fi Ahora dividan ambos miembros de la igualdad por 100 v tendran cantidades
mas faciles de manejar:

{ Sl y=2 976
) Efectiien el producto, agrupen y reordenen términos e igualen a cero:

h) 5i el término de mayor exponente quedé con signo negativo, multipliquen
todo por —1

i) La ecuacion final en h) se puede resolver con la formula general o por
factorizacion. En cualquier caso, las soluciones son:

n, = y =

Comprobacion

) Cudl es la renta por departamento en el caso de n, 7

b} {Cudntos departamentos quedan alquilados en el caso den,?
©) £Qué ingreso producen?

dj ZCudl es la renta por departamento en el caso de r,?

€] {Cudntos departamentos quedan alquilados en el caso de n,?

fi <Qué ingreso producen?
z) ZAmbos ingresos son iguales al ingreso total deseado en el planteamiento del

problema?

Comparen sus respuestas a las actividades de esta leccién con las de otros
equipos. $i no coinciden, expongan sus razones vy, con la ayuda de su profesor,
corrijan lo necesario,




Juego justo (1)

Chicos y grandes

Ya hemos visto que, aunque la probabilidad tuvo su inicio con el andlisis de los
juegos de azar, tiene un sinnimero de aplicaciones en casi todas las dreas del
conocimiento humano, pero siempre bajo el manto del azar. Una de las aplicaciones
donde se manifiesta claramente el caracter de una apuesta estd en los seguros.
Cuando un cliente compra un seguro de vida estd haciendo un contrato para jugar
mensualmente una apuesta con la compaiiia de seguros: “El cliente gana la apuesta
si s5e muere durante el mes (aunque la cobran los deudos) v paga si la pierde, es
decir, si no murid. No se requiere saber mucho para afirmar que es mas probable
que muera pronto un anciano de 80 afios que una nifia de cinco. Sin embargo, los
matemédticos, al trabajar con los datos de los censos, pueden medir esa probahilidad
v asignar cuotas a los seguros de vida para que la apuesta sea justa. Asi, costara
mMenos asegurar a un pequeio que a un anciano.

Durante estas lecciones examinaremos si un juego de azar es justo o si no lo es,
exclusivamente desde la optica de analizar si los dos jugadores tienen la misma
probabilidad de ganar

I. En muchas ferias de barno y de pueblo se ponen apostadores con un juego
I llamado Chicos y grandes. Se trata de un tapete con tres zonas donde se colocan
ﬂ las apuestas. Una primera zona llamada Chicos con los nimeros 2, 3, 4,5 v 6;
otra zona mas, llamada Grandes con los nimeros 8, 9, 10, 11 v 12; entre estas
dos zonas esta otra mas con el niimero 7. El juego consiste en tirar dos dados v,
segiin lo que salga, el jugador gana una cantidad igual a la que apost6 sila suma
de los dados fue uno de los niimeros de la zona en los que colocé su apuesta, de
lo contrario, €l pierde v la casa gana, es decir, gana el dueno del negocio.

a) dCuél es la probabilidad de que ganes si apuestas a Chicos?
&Y cual es la probabilidad de que pierdas?
b} ¢Cuél es la probabilidad de que ganes si apuestas a Grandes?

Y cudl es la probabilidad de que pierdas?
¢} Siapuestas a 7, Zcudl es la probabi-

lidad de que ganes?
<Y cudl es la probabilidad de que
pierdas?
d) <Consideras que el juego es justo?
Justifica tu respuesta

1. Ahora, decides apostar un peso a chiicos y un peso a grandes al mismo tiempo.
ﬁ a) £Cudl es la probabilidad de que no pierdas los dos pesos?

b} <Cudl es la probabilidad de que ganes algo?
¢} £Cudl es la probabilidad de que pierdas?

II1. Juan, Sanl y Esperanza apuestan un peso cada quien v cada uno lo hace en una
‘ zona distinta: Juan lo pone en la de los Grandes, Sail va por el 7 v a Esperanza le
ﬁ gustan los Chicos.

a) ZCuanto va a ganar la casa?
bj Si Juan, Saul v Esperanza contindian jugando de la misma manera durante 96
Juegos, cpodria ocurrir que al final tanto Safl como Esperanza ganaran cada

quien 70 pesos? Justifiquen su respuesta.

¢) Después de los 96 juegos, <cada uno de los tres podria salir ganando algo?
Justifiquen su respuesta.

IV. Por lo visto, lo mejor seria que Juan, Saiil v Esperanza no jugaran, va que el

juego es injusto a todas hices. Pero si ellos insisten en apostar algo, podriamos

ﬁ recomendarles jugar piedra, papel o tijera; o disparejos. En los disparejos, cada quien

lanza una moneda vy si las tres monedas caen iguales, se hace otro lanzamiento,

de lo contrario gana la persona cuya moneda hava salido diferente de las otras
dos, que caerdn iguales entre si v éstos pierden.

a) En el juego del disparejo, dcudl es la probabilidad de que gane Juan?
<Cudl es la probabilidad de que gane Saal? ZCual es la probabilidad de
que gane Esperanza?

b) £El juego es justo? ZPor qué?

¢) Cada uno tiene una posibilidad de ganar, contra posibilidades de
perder. Pareceria injusto, pero los tres estdn en la misma situaciony, ademas,
se compensa exactamente con la ganancia que se obtiene: pierdes uno o
ganas dos.

V. Comparen sus respuestas a las actividades de esta leccién con las de otros
d ‘ equipos. $i no coinciden, expongan sus razones y corrijan lo necesario.

Para que €l juego de Chices y grandes fuera justo, por cada peso, dcuanto
deberia pagar la casa a quien apueste a Chicos?, dcuanto deberia pagar la casa
a quien apueste a Grandes?, dcudnto deberia pagar la casa a quien apueste a 77
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x Ié" Juego justo (2) I11. Al lanzar dos veces esa moneda, puede ocurrir que en los dos lanzamientos caiga
1 02 Los volades .| lamisma cara, con lo cual quedan empatados v deben volver a lanzarla dos veces.
— A a) ZCual es la probabilidad de que el juego se decida en dos lanzamientos?

ZAcaso hay un juego de azar mas justo y didfano que un velado? Seguramente todos
pensamos que no. Sin embargo, <qué pasa si la moneda estd cargada hacia una de
las caras? Muchos creeriamos que ya no seria posible realizar un juego justo con ella,
mas ain si no se sabe hacia donde esta cargada. Quién sabe, dira otro, “si ninguno de
los jugadores sabe cudl es la cara que tiene la ventaja, ambos estardn en las mismas
condiciones, no hay problema, es justo”. Y si uno de ellos si sabe, Zc6mo es posible
hacer con ella un juego justo?

I. Norma y Bemardo quieren lanzar una moneda para jugar una apuesta. Ambos

- saben que la moneda estd cargada, de tal manera que la probabilidad de caer

ﬂ dguila es el doble que la de caersol.

a) Supongamos que Norma pide sof y apuesta un peso. Obviamente, ella pierde su
dinero si la moneda cae deguda. Pero para que el juego sea justo, dcuanto debe

pagarle Bernardo si ella gana?
b} Ahora, supongamos que Norma pide deguile v apuesta un peso. 5i ella gana,

dcuanto debe pagarle Bermardo para que el juego sea justo?

II. Unaformade equilibrar el defecto o exceso de probabilidad es asignar los montos
| de la apuesta seglin se gane o se pierda. S$in embargo, con una moneda cargada,
como en la actividad anterior, como habrd que hacerle si no se pueden asignar
montos a las apuestas. Por ejemplo, si Norma v Bemardo solo tienen un boleto
para “El concierto del siglo” de su artista favorito y deciden dirimir el asunto
usando la misma moneda cargada de la actividad anterior.

a) Para lograr que el juego sea justo, deciden lanzar dos veces la moneda, uno

pide (4, 5) v el otro
b) ¢Qué deben hacer si la moneda cae (4, A) o (5, 57?7
¢} 51 se lanza una moneda dos veces, esté o no cargada, /lo que sale en ¢l primer

o

lanzamiento influye en lo que sale en el segundo? , POTqUE Son eventos

d) Al lanzar esa moneda cargada dos veces seguidas, <cudl es la probabilidad de
obtener dos dguilas (4, A)?

ej {Cudl es la probabilidad de obtener dos seles (5, 577

f) dCual es la probahilidad de obtener primero dguia v después sof (4, 517

g cCual es la probahilidad de obtener primero sof v después dguda (5, A)?

hj iCuales de los eventos anteriores son equiprobables? v

b} £Cudl es la probabilidad de que el juego se decida en cuatro lanzamientos?
¢} £Cudl es la probabilidad de que el juego se decida en seis lanzamientos?

dj £Cual es la probabilidad de que el juego se decida a lo mas en seis lanzamientos?

. Supongan ahora que la moneda esta cargada de tal manera que la probabilidad

de caersof es el triple que la de caer dguiia.

a) £Cual es la probabilidad de ohtener dos seles (5, 5§17

b £Cual es la probabilidad de obtener primero dguia y después sol (A, 5)?

¢} ¢Cuél es la probabilidad de obtener primero sof y después dguia (5, A)?

d) £Cudles de los eventos anteriores son equiprobables?

) ZEl juego serd justo si uno pide (4, §) v el otro (3, 4)y deciden lanzar dos veces

la moneda?

Al parecer, este método funcionara sin importar cual es la cara que tiene mayor
probabilidad de salir. Vamos a demostrarlo de una manera general. Supongamos
que la probabhilidad de caer deuda esp, conQ=p=1.

a) <Cudl es la probabilidad de que la moneda caiga sol?

b) ZCual e5 la probabilidad de obtener dos seles (5, 57

¢} <Cual es la probabilidad de obtener primero dguia v después sof (A, 517
d) <Cual e5 la probabilidad de obtener primero sof v después dguia (5, A)?

€] dCudles de los eventos anteriores son equiprobables?
[j <El juego serd justo si uno pide (4, ) v el otro (3, 4) v deciden lanzar dos veces

la moneda?

#) <Qué ocurririasip = 0, 0s5ip = 17

h) <Este método funcionard también con una moneda que no esté cargada?

ZPor queé?

i) Sise ignora que la moneda estd cargada, el método de lanzarla dos veces es
justo porque ambos estdn en las mismas condiciones de elegir, pero también,

desde el punto de vista de la probabilidad, ésta es

VI. Comparen sus respuestas a las actividades de esta leccién con las de otros
‘ equipos. 51 no coinciden, expongan sus razones y corrijan lo necesario.




Juego justo (3)

Las tres cartas

Un juego de azar puede parecer justo sin serlo, por ello se necesita examinar
detalladamente las situaciones que presenta e identificar, en la medida de lo posible,
a los eventos elementales.

I. Se tienen tres cartas con las siguientes caracteristicas: una tiene los dos lados

| rojos; otra tiene un lado rojo y el otro negro; la tercera tiene los dos lados negros.

ﬂ Designemos las cartas con (R, B, (R, Nyy (N, N} respectivamente. La persona que

lleva el juego oculta las cartas en una bolsa y pide al jugador que saque una al

azar v que sin voltearla la ponga sobre la mesa. Ninguno de los dos ve las cartas
restantes, ni la otra cara de la que estd sobre la mesa.

7

a) Supongamos que la carta sobre la mesa tiene el color rojo hacia arriba, JEsa
carta puede ser la (N, N)?

b) En ese caso, dcual de las cartas puede ser la de la mesa?

¢} $i el lado que se ve es rojo, el otro puede ser

d) El que lleva el juego dice: “Apuesto 10 pesos a que el otro lado es rojo”.
éCudnto deberia pagar el jugador, en caso de perder, para que el juego sea
justa?

A

A

II. Para hacer un modelo de la situacién anterior consideren detalladamente las
posibilidades para ver los eventos elementales v su probabilidad. Nombren todas
las caras de manera que se puedan distinguir unas de otras. La primera carta sera
(R, R,), la segunda (R, N ) v la tercera (N, N, ).

a) En total, considerando todas las cartas, ccuéantas caras hay?

bj £Cudl puede ser la cara que se ve sobre la mesa?
) <Cudntas posibilidades hay para la otra cara de la carta sobre la mesa?
d) Cudntas posibilidades hay para la carta que estd sobre la mesa de acuerdo ala

forma en que esta colocada?

R,

v

g A
R, R R

2 1

¢} dCuantas de esas posibilidades estan a favor del jugador?

fj <Cuantas estan en contra?

z) Cuanto deberia pagar el jugador, en caso de perder, para que el juego sea
Justo?

h) <Coincide con lo que contestaron en la actividad 17

II1. Comparen sus respuestas con las de otros compafieros. $i no coinciden, expongan
sus razones y corrijan lo necesario.
— L=}

( En la television hay concursos cuya mecénica es la siguiente:

1) Al concursante se le ofrece la posibilidad de escoger entre tres puertas. Tras una de
ellas se encuentra un lujoso automaévil, v tras cada una de las otras dos hay algo de poco
valor. El concursante elige una puerta v gana el premio que se oculta detras de ella.

2) Después de que el concursante elige una puerta, el presentador abre una de las otras
dos puertas, mostrando uno de los premios de poca monta. Siempre puede hacer esto
porque sabe lo que hay detrds de cada puerta.

3} Después de abrir esa puerta, le ofrece al concursante la posibilidad de cambiar su
eleccion inicial y escoger otra de las puertas que continilan cerradas.

£Debe cambiar su eleccidon o no?, es decir, den cudl de los dos casos, cambiando o no, tiene
mavor probabilidad de quedarse con el auto?




Evaluacion tipo Enlace

El producto de un nimero por la diferencia del mismo nimero menos 3 es igual
a 180, {Cudl es el nimero?
a) -13 b} -11 015 dy17

Hace 2 afios, la edad de Mauro era el triple de la edad que tenia Ernesto, pero
dentro de 5 afios, la edad de Mauro sera el doble de la que tendri Ernesto.
LQué edad tienen ahora?
agM=235E=28
gM=23,E=9

bM=24,E=9
d)M=26E=10

Uno de los problemas que siguen se puede resolver con el sistema de ecuaciones
x+y=13
X+ 2y =122
4} La suma de lapices v plumas es igual a 13 v el costo de un lapiz més dos plumas
es $22. iCual es el costo de un lapiz y cual el de una pluma?
b) La suma de gallinas ¥ conejos en una granja es 13 y la suma de las patas de
todos los animales es 22. ¢Cudntas gallinas v cudntos conejos hay en la granja?
¢} En un grupo de amigos, la suma de bicicletas v autos es igual a 13 y el nimero
de ruedas es igual a 23, {/Cuantas bicicletas y cuantos autos tienen?
d) La suma de las edades de dos niiios es 13 y la edad de uno més el doble de la
del otro es igual a 22. /Cudntos afos tiene cada uno?

En la siguiente ilustracion se muestra un rectangulo de
cartulina de largo ! y ancho a, pegado a un popote por el lado
1. i se gira el popote se genera un sélido de revolucién. El
volumen de este solido se denota por:

a) V= nlPa
b)V=rma®l
¢ V= ral
_ Tia’!
d)v= 1L
Calcula el volumen del signiente cuerpo: |
aV=733m :
b)V=942n’
¢ V=12.56 <
d)V =14.66 m*

10.

Un cono tiene 260 cor’ de volumen y 4 cm de radio en su base. £Cudl es su altura?
1) 43.75 cm
b)62.10 cm
c) 16.25 cm
4)15.52 cm

En un rectangulo de papel, de 10 cm de ancho por 20 cm de largo, se traza una
diagonal Se forma un cilindro con el rectdngulo de papel y la linea se ve como una
curva, llamada hélice. En este caso, la hélice da exactamente una vuelta al cilindro
y su longitud mide lo mismo que la diagonal trazada. ZCuantos centimetros debe
medir una hélice en ese cilindro para que dé exactamente cuatro vueltas?

a) 89.44
b) 77.42
Q 44.72
d) 40.25

La altura del edificio “Revolucién” es 3 veces la altura del edificio “Reforma”. 51
las alturas de ambos edificios suman 120 metros, la altura, en metros, del edificio
mas alto es de:

a) 30 b} 40

o) 80 d} 90

En este mes, José cumplié afios en viernes. Marfa, quien también cumplird afios
este mes, ese dia le dijo a José “Es curioso, si multiplicas el dia de tu cumplea-
nos por el siguiente dia que sea viernes, el resultado te da 30, iel dia de mi
cumpleanos!”. Maria cumple afios en
a) jueves
) sabado

h) viernes
d) domingo

Unas amigas apuestan un peso cada una en un juego que es equiprobable. Quien
gana el juego se lleva todas las apuestas. Después de que todas jugaron dos
veces, Patricia termind ganando 3 pesos. dCuantas amigas eran?

a3 b) 4

g5 d) 6




Evaluacién tipo PISA

Las piramides de toronjas =
-——

Los tios de Laura tienen un puesto de frutas en el mercado y le han pedido que
los apoye en vacaciones. Lo primero que hacen es apilar cada uno de los diversos
productos en monticulos v Laura decide agrupar las toronjas en piramides de
base triangular o cuadrada para que luzcan mas. Pero, como tiene que empezar a

la base v cudntas capas serdn.

acomodarlas de abajo para arriba, su problema es calcular cudntas toronjas irdn en

Hgurs o

cada lado, cudntas son en cada capa v compara.

Flgura 3

Observa las figuras €@ v @, considera que las capas se numeran de arriba hacia abajo.
Dibuja, por separado, las cuatro primeras capas de la pirdimide triangular Haz lo
mismo para la de base cuadrada. Cuenta, en ambos casos, cuantas toronjas hay en

Capas de pirdmide base triangular

Capas de pirdmide base cnadrada

Analiza cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas v cuales no. Escribe
V oF en el recuadro, segiin sea el caso.

a) El nimero de toronjas por lado de cada capa de la piramide triangular es el
mismo que en la cuadrangular. L]

b Se necesitan més toronjas para formar la pirdmide triangular. ]

¢} Las capas de la pirdmide cuadrangular, de arriba hacia abajo, contienen a los
niimeros cuadrados. Es decir, 1, 4,9, 16, 25, etc. 3]

d) El nimero de toronjas que se requieren para la n-ésima capa de la piramide
triangular, contando de arriba hacia abajo, lo calculamos con ﬂ@l;‘—ll 7]

<Cuantas toronjas se necesitarian para la capa numero 25 de la piramide triangu-

lar?, dcuantas para esa capa de la piramide cuadrangular?

Calcula la cantidad de toronjas que tendrfa cada una de las 15 primeras capas
superiores en cada tipo de pirdmide,

a) Piramide triangular:
b) Pirdmide cuadrangular:

Laura sélo tiene 900 toronjas. Para formar su monticulo tiene que decidir qué
tipo de piramide usard, cuantas capas tendrd v, en su caso, cuantas toronjas le
faltarian o sobrarian. Ayiidala a completar la siguiente tabla.

Mdmero total de

Tipo de piramide Mimero de capas : Sobrantes
toronjas

Base triangular

Base cuadrada




Plano de un icosaedro Tabla de razones trigonomeétricas

Para usarse en la leccion 28. Para usarse en las lecciones 79, 80, 31 v 82,

Angulo | seno | coseno |tangente Angulo | seno | coseno |tangente seno | coseno |tangente
1*| 0.0175| 0.99%8| 0.0175 317| 0.5150| 0.8572| 0.6009 61" | 0.8746
2°| 0.0349] 0.99%4| 0.0349 32%| 0.5293| 0.8480| 0.6249 627 | D.B829| 0.4695| 1.8R07
37| D.0523| 0.9985) 0.0524 337 0.5445| 0.8387| 0.6494 63" | 0.8910| 0.4540 1.9626
4°| 0.0698| 0.997&6| 0.0699 347 | 0.5592| 0.8290| 0.6745 847 | 0.8988| 0.4234) 2.0503
57| D.0BF2| 0.9962| 0.0875 357 | 0.5736| 0.8192| 0.7002 657 | 0.9063| 0.4226 2.1445
6" 0.1045| 0.9945| 0.1051 36" | 0.5878 0.8090| 0.7265 BG" | 0.9135| 04067 2.2460
77| 0.1219) 0.9925] 01238 37° | 0.6018| 0.79856] 0.7536 67°| 0.9205| 0.3907| 2.3559
8"| 0.1392| 0.9903| 0.1405 387 | 0.6157| 0.7880| 0.7813 68" | 0.9272| 0.3746| 2.4751
9" | 0.1584| 0.9877| 0.1584 39° | 0.6293| 0.7771| O0.8098 697 | 0.9336| 0.3584 2.6051
10" 0.1736| 0.9848| 01763 40° | 0.6428| 0.7660| 0.8391 70°| 0.9397| 0.3420 2.7475
11"| 0.1908] 0.9816| 0.1944 41°| D0.6561| 0.7547| 0.8893 71°| 0.9455| 0.3256| 2.9042
12°| 0.2079)0.09781| 0.2126 427 0.6691 0.7431) 0.9004 72°| 09511 0.3090| 3.0777
13| 0.2250| 0.9744| 0.2309 43°| 0.6820| 0.7314} 0.9325 73°| 0.9563| 0.2924] 3.2709
147 0.2419) 0.9703| 0.2493 447 | 0.6947| 0.7193| 0.9657 747 | 0.9613| 0.2756 3.4874
15°| 0.2588| 0.9659| 0.2679 45° | 07071 0.7071) 10000 757 | 0.9659| 0.2583 3.7321
16°| 0.2756| 0.9613| 0.2867 45° | 0.7193| 0.6947| 1.0355 767 | 0.9703| 0.2419 4.0108
17*| 0.2924| 0.9563| 03057 47°| 0.7314| 0.6820| 10724 77°| 0.9744| 0.2250 4.3315
18°| 0.3090| 09511] 0.3249 438" | 0.7431| 0.6691) 1.1106 787 | 0.9781| 0.2079| 4.7046
19° | 0.3256| 0.9455| 0.3443 49° | 0.7547| 0.6561| 1.1504 79°| 0.9816| 01908 5.1446
20° | 0.3420| 09357 0.3640 50| 0.7660| 0.6428| 1.1918 807 | 0.9348| 0.1736 5.6713
21" 0.3584| 0.9336| 0.3839 51°| 0.7771| 0.6293| 1.2349 81°| 0.9877| 0.1564 6.3138
22" | 0.3745| 09272 0.4040 £2°| 0.7880| 0.6157| 12799 827 | 0.9903| 0.1392| 7.1154
23°| 0.3907| 0.9205| 04245 537| 0.7985| 0.6018| 1.3270 83" | 09925 01219 81443
24" | 0.4067| 0.9135| 0.4452 4% | 0.8000| 0.5878] 13754 847 | 0.9945| 0.1045 0G5.5144
25° | 042260 0.9063| 0.4663 557 0.8192| 05736 14281 85" | 0.9962| 0.0872 11.4301
26" | 0.4384]| 0.8988| 04877 547 | 0.8290| 0.5592| 14826 86" | 0.9976| 0.0693 14.3007
27°| 04540| 0.3910] 0.509% 577 | 0.8387| 05445 1.5359 87| 0.9986| 0.0523) 19.0811
28" | 04695 0.8829| 0.5317 587 | 0.8480| 0.5293] 16003 88" | 0.9994| 0.0349 28.6363
29° | D4843| 08746 0.5543 597 | 0.8572| 05150 1.6643 89" | 0.9993| 0.0175| 57.2500
3p°| 05000 0.8660| 0.5774 607 | 0.8660| 0.5000) 1.7321
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Explorar GeoGebra

Complemento tecnoldgico (1)

o~ Para realizar las actividades tecnologicas se requiere tener equipo de
' computo con acceso a Internet. Si no se dispone de un programa de Geometria
dindrica, se recomienda usar GeoGebra, que es excelente v se puede descargar
gratuitamente de www.geogebra.org. También incluye grificas v hoja de
calculo, aunque ésta se puede obtener en otros programas.

Descripcién

1. Al abrir €l programa GeoGebra la pantalla inicial muestra en la parte superior el
siguiente menit Archive, Edita, Vista, Opciones, Herrammientas, Ventana v Avuda.

2. La franja siguiente esta formada por 12 botones que constituyen la esencia de
GeoGebra,

3. Bajo esta franja aparece la zona de trabajo.
Se sugiere dar clic en cada opcion del menii para ver su funcion.
5. En los botones especificos de GeoGebra basta

Todud

con colocar el puntero del raton sobre ellos
para ver su nombre vy la descripcion basica
de su funcion. Al dar clic en el 4ngulo inferior
derecho, se despliegan sus herramientas
especificas y solo basta seleccionar la que se
desee utilizar.

6. En la zona de trabhajo estan los campos Vista
Algebraica, Vista Gréfica y laventana Apar iencias
con cinco opciones; para dejar la zona en
blanco se debe elegir la opcion Geornetria.

Ejercicios
1. En el segundo boton selecciona la opcion Nuevo punto.
2. Da clic en cualquier parte de la zona de trabajo. Aparece un punto (A).

3. Activa el primer botén (Elige v stueve). Da clic en el punto, arrastralo hacia donde
quieras y suéltalo.

Activa otra vez Nuevo punfo ¥ marca otro punto (B) en la zona de trabajo.
En el tercer botan selecciona Segmento entre dos puntos.

Da clic en uno de los puntos y luego en el otro. Ahora estdn unidos por un segmento.

7. Selecciona Elige y mueve. Da clic en € s
segmento, arrdstralo y déjalo donde quieras. [0 a0
Da clic en uno de los extremos del segmento

y arrastralo; el segmento se alarga.

8. Activa el boton Poligone v traza un triangulo.
Selecciona Elige y mueve, da clic dentro del
triingulo y cdmbialo de lugar. Da clic en uno
de sus vértices y arrdstralo para que cambien
la forma y tamano del triangulo.

9. Selecciona Eljge v mueve. Posiciona el puntero
en cualquiera de los objetos que creaste
{punto, segmento, tridngulo), da clic con el boton derecho y selecciona Borra; el
objeto desaparece. Repite el proceso hasta que la zona de trabajo quede lLibre.

Generacién de un rectdangulo con perimetro constante de 20 cm.

1. Activa Desiizadoer en el peniiltimo boton de izquierda a derecha v daclic en la zona
de trabajo.

2. Enlapantalla que aparece introduce el nombre “base”, sin comillas. Introduce los
valores del intervalo: minimo 0 y méximo 10, deja el incremento en 0.1 v aplica.

3. En el tercer botdn activa Segmento de longitud

fife. Da clic en la zona de trabajo y aparecen "o 0 :

un punto v una ventana para seleccionar la - Lh . mes
longitud del segmento. Para poder alterar las
dimensiones del rectangulo sin modificar el
perimetro, en lugar de asignar un nimero a
la longitud, teclea “base”™, que es el rango del
deslizador generado en el paso anterior. Puedes
activar el primer boton y mover el deslizador
para ver como se modifica el segmento.

4. Para asegurar que los lados del rectangulo

sean perpendiculares al segmento, activa

Recta perpendicular en €l cuarto botdon y da clic en el segmento; aparece la
recta perpendicular; llévala al punto de su extremo izquierdo y da clic; la
perpendicular queda fija.

443
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En el sexto botén activa Circunferencia dedos su centro y radio. Da clic en el punto
de interseccion del segmento con la perpendicular. En la ventana que aparece
teclea “10-base” y da clic en OK; aparece la circunferencia.

En el segundo boton activa [aterseccivn de dos objetos v da clic en el punto donde
se intersecan la circunferencia y la perpendicular al segmento; aparece un punto
que garantiza v fija la ubicacién exacta de la interseccion.

En el extremo derecho del segmento repite los pasos 4,5 v 6

8. Coloca el puntero en la circunferencia, da

e im e e e s

Ada

clic derecho y desactiva la opcién Muestra
ohjeto. Repite esta accion en todos los trazos
auxiliares, hasta dejar finicamente los cuatro
puntos que definen al recténgulo.

9. Activa Poligono en el quinto boton y da clic en
los vértices del rectangulo, empezando en el
inferior izquierdo v continuando en sentido
contrario a las manecillas del reloj hasta
regresar al punto donde empezaste. Da clic
de nuevo en este punto.

10. Activa Distancin o longiud en el octavo boton y da clic en dos lados adyacentes

del rectangulo; aparecen sus medidas. Da clic dentro del rectangulo; aparece la
medida del perimetro.

11. Activa Elige y mueve, arrastra los textos fuera del rectingulo v ubicalos

convenientemente.

12. Activa Area en el octavo botén v da clic dentro del rectingulo; aparece el drea.

Repite el paso anterior para llevar el texto a otro lugar.

13. Activa Elige y mueve ven el deslizador mueve el punto a voluntad para que observes

los cambios en la figura, en la medida de los lados v en el area.

Teorema de Pitagoras

Construye un tridngulo rectangulo:

1. Selecciona Mueve punto y marca dos puntos (Ay B).
2. Selecciona Segmento eatre dos puates y une Ay B,

Selecciona Recta perpendicudar v fraza una

perpendicular por el punto 4; marcaunpunto 00
(C) en la perpendicular con Nueve punto; une HEEEEDEEROED
B con Cy C con A (Segmento entre dos puntos’; B

elimina trazos auxiliares.

Selecciona Deslizador, ubicalo con clic en

algin punto arriba v a la derecha de ABC <
nombralo “lados”, con minimo 3, maximo 7 |
e intervalos de 1. Con Efige y mueve, deja el —im
deslizador en 4.

Selecciona Poligono regular, daclicen B, luego I e
en A v en la pantalla que aparece con la

leyenda “vértices”, teclea “lados” (el nombre del deslizador) y clic en OK; aparece
un cuadrado sobre el lado A8 (si el cuadrado se “mete” en el tridgngulo ARC, oprime
Cirl-Z para deshacer la operacion y repitela invirtiendo el orden en que tecleaste

los vértices). Repite la operacion en los demds vértices del tridngulo A5 C.
Ahora tienes un tridngulo rectingulo con un cuadrado en cada uno de sus lados.

En el octavo botén selecciona Distancia o longitud y da clic en cada lado del
tridngulo; aparecen sus medidas; si es necesario, arrdstralas para que sean
claramente visibles.

E=Ne—— 7 rases

— e —

Selecciona Elige y rmueve v mueve el vértice C E:tl-'u:‘ OB ROE

hasta que los catetos midan exactamente 3 v 4. . . -
Selecciona Area en el octavo botén v da clic i
en el interior de los cuadrados; aparece su
area (9, 16 y 25). (i

La construccidn esta completa, ahora
presiona “Esc”, mueve el deslizador y observa
los cambios en la figura v en sus dreas.

“Add

dad

AP B Beme,  §———— 0 p— af—

Verifica que el drea de la figura construida
sobre la hipotenusa sea igual a la suma de las
areas de las figuras construidas sobre los catetos, independientemente de si son
wiangulos, cuadrados, pentdgonos, hexdgonos o heptagonos.

Esta es una pequena muestra de lo que se puede hacer con GeoGebra.
Es muy recomendable explorarlo constantemente para poder descubrir
formas que avudan a conocer mejor €l vasto mundo de la geometria.

g r—=



4 i Complemento tecnoldgico (2)
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Resolucion de una ecuacion cuadratica 10

1. Abre la Hoja de célculo.

. En las opciones que se despliegan, da clic en la que dice “Todos los bordes”.

2. Escribe en la celda B2 “Resolucion de una ecuacion cuadratica”

En la celda B3 o B4, escribe “Forma de la ecuacion: ax® + bx + ¢ = 0, cona = 0
Una o dos filas méas abajo escribe “Captura los coeficientes en las celdas amarillas™.

Enla misma columna B, pero una fila mas abajo, escribe “a”. Una celda a la derecha
escribe “b” y en la que sigue, “c”.

Coloca el puntero del ratén en la celda debajo de “a” vy despldzalo dos celdas més

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

En la fila donde estin las letras a, b, ¢ de los coeficientes, deja una columna en
blanco v en las siguientes dos celdas a la derecha escribe “Discriminante” v “No.
de soluciones”.

Debajo del titulo “Discriminante”, suponiendo que las celdas donde se capturan
los coeficientes sean B7, C7, v D7, escribe “=C7 ™ 2-4*B7*D7",

Debajo de “No. de soluciones”, suponiendo que el cilculo del discriminante esté
en la celda F7, escribe la siguiente formula:

=5I(F7<0,"No hay soluciones reales” SI[F7=0,"Tiene una solucién”,"Tiene dos
soluciones” ))

Dos filas debajo de la primera celda amarilla, escribe “Soluciones”.

En la celda debajo del titulo “Soluciones” escribe “x, = “ v debajo de ésta escribe
Iixz {2 [ i

En la celda que esté ala derecha de “x, = “, escribe
=51{F7<0,"No real',(—C7 + RALZ(F7)/{( 2*B7")

En la celda que esté ala derecha de “x, = *, escribe
=SI(F7<0,"No real',(-C7-RAIZ(F7)}{2*B7))

D T e L R
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a la derecha manteniendo oprimido el boton izquierdo. S SRR R o TS AR o, S e S T A B
- oy s .
& ] [ = o E F (<] H L]

Unavez seleccionadas las tres celdas debajo de o, b y ¢, rellénalas de color amarillo
dando clic en el botén de herramientas correspondiente (“color de relleno”, en el
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grupo Fuente, el peniiltimo de izquierda a derecha). : Discriminants Mo de soluciones
| i T & 1 -5 196 Tiene dos salutiones

Con la técnica de mantener oprimido el botén izquierdo del raton, selecciona las ;"H
tres celdas de los coeficientes a, b, y c v las tres amarillas que estin debajo. e ::. s

1
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En el grupo Fuente de la barra de herramientas ubica el botén que estd a la 1
, a . 14
izquierda del Color de relleno y da clic en la pequeia cabeza de flecha. P - o —
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